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1 Zeitreihenanalyse Losung T.1.1

1 Zeitreihenanalyse
Losung T.1.1

(a) Glatte Komponente: Lisst sich mit dem symmetrischen gleitenden Mittel bestimmen.
Die Periodendauer betréigt 1 Jahr bei Angabe in Quartalen = Periodenlinge m = 4. Damit
gilt fiir die glatte Komponente:

_ 1 /21 s\
G13—4<2+x2+$3+9€4+2)—160> (1)
1
Gy = = <ﬂ+x3+x4+m5+ﬁ) = 167.5, (2)
4\2 2
3)
1
G = § (% ¥ 2o+ T10 + 11 + %) = 210.625. (4)

oder lasst sich einfacher mit einer Arbeitstabelle berechnen:

‘ Jahr ‘ Quartal ‘ Tij ‘ él(;l)
z11 | 2007 Q1 240 | -
z12 | 2007 Q2 110 | -
213 | 2007 | Qs | 170 | (32 + 110+ 170 + 95 + 220y .
21 | 2007 | Qi | 95 | (M2 4170 + 95+ 290 + 122).
21 | 2008 1 290 | 168.8
T2 | 2008 Q2 120 | 172.5
23 | 2008 Q3 170 | 180.6
o4 | 2008 Q4 125 | 188.8
za | 2009 | Qi | 325 | 201.3
32 | 2009 Q2 150 | 210.6
x33 | 2009 Q3 240 | -
x34 | 2009 Q4 130 | -

I
= =
S O
=
ot

N

also insgesamt

ot [ Q | Q3 | o4 |
2007 | - - [160.0 | 167.5
2008 | 168.8 | 1725 | 180.6 | 188.8
2009 || 201.3 | 210.6 | - -

(bis auf den ersten Wert ergeben sich durch Rundung die Werte des Aufgabenblattes) Die
ersten und letzten beiden Werte der glatten Komponente lassen sich mit symmetrischen
gleitenden Mitteln nicht berechnen!

(b) Saisonkomponente: Zunichst werden die vorldufigen Saisonanteile durch die Differenz der

arithmetischen Mittel der Spalten und der Spaltenmittel der glatten Komponenten berech-
net:
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Losung T.1.1 1 Zeitreihenanalyse

~ 221 + 231 — Go21 — Ga1 290 + 325 — 168,8 — 201, 3

S = . - ; 2 _ 1225, (5)
g, = 22 + z32 —2G22 —G3 57, (6)
Gy = 13 + To3 —2G13 — Gog _ 170 4+ 170 —2160 — 180,6 _ 3 (7)
G, = T + T24 —2G14 —Goa 6815, (8)

Es gilt s; = S'j — c. Der Korrekturterm betragt
1
=3 Z S;=—141, (9)

und damit

Sy =122.5 — (—1.41) =123.6, So=—55.9, S3=-16, Sy=-69.6.  (10)

(¢) Zufallskomponmente fiir das Jahr 2008: Allgemein gilt (in der Nomenklatur mit doppel-
tem Index) U;; = x5 — G — S also

U1 =290 —168.8 —122.5 = —1.3, Uz =34, Ux=-9, Uy =538 (11)

(d) Prognose der glatten Komponente fiir 2010: Die letzte verfiighare glatte Komponente
Gsg ist fir das 2. Quartal 2009. Fiir 2010 muss man also maximal sechs Quartale (Q3 und
Q@4 im Jahr 2009 sowie Q)1 — Q4 im Jahr 2010) prognostizieren:

1. Quartal 2010: G41 = G32 + 3(G32 — G31) = 210.6 + 3 - (210.6 — 201.3) = 238.5,  (12)
2. Quartal 2010: Gyo = G3a + 4(G3a — G31) = 247.8, (13)
3. Quartal 2010: G43 = G32 + 5(G32 — G31) = 257.1, (14)
4. Quartal 2010: G4 = G32 + 6(G32 — G31) = 266.4 (15)

(e) Prognose der Ubernachtungszahlen fiir 2010: Hier addiert man alle regelmiBigen
Komponenten, also G und S. Damit

1. Quartal 2010: x4 = G4 + 51 = 238.5 + 123.6 = 362.1, (
2. Quartal 2010: 249 = G492 + So = 191.9, (
3. Quartal 2010: x43 = G43 + S3 = 255.5, (18
4. Quartal 2010: w44 = G4 + Sy = 196.8. (

~— — ~— ~—

(f) Fehler bei direkter unbedingter Prognose: Prognostiziert man die Ubernachtungszah-
len direkt durch die Fortschreibung der Zahlen selbst, erhilt man starke Fehler dadurch,
das der meiste Anteil des “Trends” in Wirklichkeit vom Auf- oder Abstieg des Saisomanteils
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1 Zeitreihenanalyse Losung T.1.1

kommt! Hier gilt[T]

1. Quartal 2010: hy3 = 130 — (240 — 130) = 130 — 110 = 20, (20)
2. Quartal 2010: h14 = 130 — 2 - 110 = —90, (21)
3. Quartal 2010: hiz = 130 — 3 - 110 = —200, (22)
4. Quartal 2010: h1g = 130 — 4 - 110 = —310. (23)

1Es gilt folgende Regel bei der Bedienung von Statistikprogrammen: “Junk in - Junk out”.
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Losung T.1.2 1 Zeitreihenanalyse

Losung T.1.2

(a) Beiden Fortzugszahlen ist ein Schrumpfungsprozess festzustellen. Logarithmen von Wachstums-
und Schrumpfungsprozesse sind i.d.R. additiv, also ist hier ein multiplikatives Modell geeig-
net, da dessen Logarithmen additiv sind.

(b) Seien z;; die Fortzugszahlen im Quartal j des Jahres 2000 + ¢

e Logarithmieren:

Yij = ln(:vij), Y11 = 7.3778, ceey Yaqg = 7.272, Yy = 7.326. (24)
e Aus der Formelsammlung Formel fiir additive Zerlegung mit 7 = 4 Quartalen:

In(55) =+ 3" (s~ 5) (25)

)

Die Summation geschieht iiber alle Jahre, zu denen fiir das jeweilige Quartal das arith-
metische gleitende Mittel gjg) errechnet werden kann. Fiir die Quartale j = 1 und 2
sind dies die Jahresindices ¢ = 2, 3,4 und fiir die beiden anderen Quartale i = 1,2, 3.

Die Zahl der beriicksichtigten Jahre ist also jeweils n = 3.

Gleitende Mittel der Ordnung 7 = 4:

7y = % Wlﬂ + B =7, i) = 7504, ) =TT (26)

bzw. mit der Arbeitstabelle:

‘ Lij ‘yij:lnmij gz(_;l)

yin | 1600 | 7.378 |-
yio | 1580 | 7.365 |-
Y13 2420 7799 7524 = 7.3é78 + 7.365+7.Z92+7.591 + 7.%20
yia | 1980 | 7.591 | 7.504
yor | 1510 | 7.320 | 7.455
Yoo | 1420 | 7.258 | 7.386
yos | 1820 | 7.507 | 7.341
you | 1520 | 7.326 | 7.307
ys1 | 1370 | 7.223 | 7.273
ys2 | 1200 | 7.090 | 7.249
ys3 | 1640 | 7.402 | 7.226
ysa | 1390 | 7.237 | 7.198
yar | 1240 | 7123 | 7.178
yeo | 1060 | 6.966 | 7.179
yas | 1590 | 7.371 | -
yaa | 1440 | 7272 | -

und damit
~ 320—-74 223 —7.2 123 7.1
ln(Sl):730 7.455 + 7 337 7347123 -7 78:—0.0803, (27)
In (S2) = —0.1664, 1In(S3) = 0.2034, In(S;) = 0.0486 (28)
und mit dem Korrekturfaktor ¢ = § 2?21 ln(~Sj) = —0.0803-0.1664+0.2034-+0.0486 — ) 0013
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1 Zeitreihenanalyse Losung T.1.2

und 3
InS; = (5;) —c (29)
In(S7) = —0.0803 — 0.0013 = —0.0816, (30)
In(S2) = —0.1678, (31)
In(S3) = 0.2021, (32)
In(Sy) = 0.0473. (33)

Sy = 0.9216, (34)
Sy = 0.8456, (35)
Sy = 1.2240, (36)
S, = 1.0484. (37)

Es kann z.B. durch lineare Fortschreibung der Jahresmittel der logarithmierten Werte als
Basis fiir die Saison-Multiplikatoren eine Prognose erstellt werden. (Eine konstante Fort-
schreibung, lineare Regression, lineare Fortschreibung der bei der Berechnung der In (S)
bendétigten gleitenden arithmetischen Mittel etc. ergeben alle volle Punktzahl, da die Me-
thode fiir die Prognose in der Aufgabenstellung nichts spezifiziert wurde).

Jahr 2003: g3 =7.238, Jahr 2004: g4 = 7.183. (38)
Fiir das Jahr 2005 erhélt man durch lineare Fortschreibung

Us ~ 24y — Y3 = 7.128 (39)

Hierauf wird die Saison-Charakteristik addiert, um die Prognose

Ysj = Ys + ln(Sj) (40)
zu erhalten mit den Werten
ys1 = 7.128 4+ (—0.0816) = 7.04 (41)
ys2 = 6.96, ys53 =7.33, y54 =7.18 (42)
und fiir die Wegzugsraten selbst
z51 = e 0 = 1141, x5 = 1054, (43)
rs53 = 1525, w54 = 1313. (44)
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Losung T.1.3 1 Zeitreihenanalyse

Losung T.1.3

(a) Dazu wertet man S; = 2 % | v;; — ¢ mit einer Arbeitstabelle aus:

QL | Q2| Q3| Q4 >
1999 200 | 260 | 210 | 150
2000 220 | 270 | 220 | 140
2001 210 | 280 | 200 | 160
S 630 | 810 | 630 [ 450 | 2520 = 127 (— 7 = 210)
S;j=L%" yij—y| 0 | 60| 0 |-60 0

In der letzten Summe hat man auch gleich das Verschwinden des Mittlewertes der Saisonfigur
iiberpriift.

(b) Sie steigt. Da man bei stationédren Zeitreihen keinen Trend hat, muss man einfach nur
den Anstieg bzw. Abfall gegeniiber dem selben Quartal des Vorjahres betrachten. Da nach
Voraussetzung die Konjunkturkomponente =0 ist, geht der Anstieg auf die Restkomponente
U;j zuriick.

http://vos.vkw.tu-dresden.de 7
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1 Zeitreihenanalyse Losung T.1.4

Losung T.1.4
Losungsvorschlag folgt.

8 http://vos.vkw.tu-dresden.de
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Losung T.1.5

1 Zeitreihenanalyse

Losung T.1.5

(a) Gleitendes Mittel der Ordnung 7 = 2. Mit der Formel

= 1/1 1
?ZS 2 = B <2yt1 +yt + 2yt+1> (45)
1 1 1
= Y T QYT Y (46)
ergeben sich
oy gr= yY ?
W07 261 -
S07 142 199
W08 251 210
S08 196 236
W09 301 244
S09 178 237
W10 291 245
S10 220 -
(b) Phasendurchschnittsverfahren:
1. Ermittlung der Phasendurchschnitte
1 P
- Z Yij — 9ij) (47)
p =1
wobei p = 3 vollstdndige Perioden zur Verfiigung stehen. Es ergeben sich
~ 1
Sw = 3 [(251 — 210) + (301 — 244) + (291 — 245)] (48)
1
=3 [41 + 57 + 46] (49)
=48 (50)
und
~ 1
Sg = 3 [(142 —199) + (196 — 236) + (178 — 237)] (51)
1
=3 [(=57) + (—40) + (—59)] (52)
= —52 (53)
http://vos.vkw.tu-dresden.de 9
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1 Zeitreihenanalyse Losung T.1.5

2. Eliminieren des Mittelwertes

3

Sj = ~J - % ~J' (54)
j'=1

= NJ — % Sw + gs) (55)

=5 - % (48 + (—52)) (56)

=5 +2 (57)

(58)

mit 7 = 2 Saisonen. Es ergeben sich die Saisonindexziffern

Sw = gw + 2 (59)
=48 42 (60)
=50 (61)
und
Sg = Ss + 2 (62)
=—-52+42 (63)
= —50 (64)

(¢) Im Winter ist mit Sw = 50 (Tausend) mehr Touristen zu rechnen als im Jahresdurch-
schnitt.

(d) Die letzte verfiighare Anstiegsrate ist

T = gwio — 9509 (65)
= 245 — 237 (66)
=8 (67)
womit sich mit der Formel
g1 =gt +7 (68)

iterativ folgende Werte berechnen lassen:

Wo7
S07 199
W08 210
S08 236
W09 244
S09 237
W10 245
S10 253
W11 261
S11 269

10 http://vos.vkw.tu-dresden.de
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Losung T.1.5

1 Zeitreihenanalyse

(e) Mit dem Ansatz der additiven Verkniipfung berechnet sich ein Prognosewert mit der Formel

Uij = 9ij +S;
womit sich

Iwil = gwii + Sw

= 261+ 50
=311
und
Us11 = gsi1 + Ss
= 269 — 50
=219
ergeben.

Bestimmung der Restkomponente

Uij = Yij — Yij — 5j

liefert
UW10 = Ywio — gwio — Sw
=291 — 245 — 50
— 4
und

Us10 = Ys10 — gs10 — Ss
= 220 — 253 — (—50)
=17

http://vos.vkw.tu-dresden.de
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1 Zeitreihenanalyse Losung T.1.6

Losung T.1.6

(a)

12

Das gleitende Mittel der Ordnung 7 = 4 l&sst sich mit
t=4(G—-1)+j
wie folgt berechnen.

5(4) C Ye—2/2+ (Ye—1 + Yt + Yir1) + Yeg2/2
=
4

(83)
Beispielsweise ist

_ 9/24654+89+25+9/2
iy =2 ; 2 (51)

und damit die restlichen Werte

g li=1 j=2 j=3 j=4
=1 - - 47 44
1=2 43 45 47 50
1=3 50 50 - -

Die glatte Komponente fiir das erste und zweite Quartal des ersten Jahres und das dritte
und vierte Quartal des letzten Jahres konnen nicht berechnet werden.

Zuerst miissen die Differenzen zwischen der Anzahl der Fahrraddiebstahle y;; und der glatten
Komponente gjglj gebildet werden. Beispielsweise ergibt sich fiir

Y13 — g = 89 — 4T = 42 (85)

und fiir die restlichen Differenzen

v~ | j=1 j=2 j=3 j=4
=1 - - 42 -19
=2 -34 -4 58 -25
1 =3 -25 -1 - -

Die Mittelwerte der Differenzen ergeben die Phasendurchschnitte S*j fiir jedes Quartal j. So
ist

S = (_34)_;(_25) =295 (86)

und fiir alle Quartale

Sjlj=1 j=2 j=3 j=4
|-29.5 25 50 @ -22

Die Phasendurchschnitte wiederum haben den Mittelwert
LI |

S; = Z(—29.5 — 25450 —22) (87)
=1

NG

— 1 (88)

http://vos.vkw.tu-dresden.de
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Losung T.1.6 1 Zeitreihenanalyse

Dieser muss nur noch abgezogen werden. Man erhélt fiir die Saisonfigur S;

Sjli=1 j=2 j=3 j=4
285  -15 51 -21

(¢) Im dritten Quartal gibt es durchschnittlich 51 Fahrraddiebstéhle mehr als im Jahresmittel.

(d) Mit dem Ansatz
Qij =50+ Sj (89)
erhélt man die Prognosewerte

Jag | j=1 j=2 j=3 j=4
| 215 485 101 29

http://vos.vkw.tu-dresden.de 13
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2 Wahrscheinlichkeitsrechnung Losung T.2.1

2 Woahrscheinlichkeitsrechnung

Losung T.2.1

(a) Zwei Bedingungen sind nétig, um mit einem Einsatz von z Cents den Gewinn abzufsassen:
e Kein weiterer Bieter bietet  Cents, es gilt also A,

e 2 Cents sind der geringste einzelstehende Betrag, es gilt also A,, fiir alle natiirlichzah-
ligen Werte n < z.

Da nach Annahme alle Einsétze unabhéngig sind, gilt das Multiplikationsgesetz der Wahr-
scheinlichkeiten:

x—1
P(Gy) =P (A1 NAyn...NA, 1 NA) = (1-P(A)) [ [ P(An) (90)
n=1

(b) Einfach durch Einsetzen von 2 = 100000 Cents:

P(A100000) = e~ 100000X — =1 — ) 368. (91)

(¢) Durch Logarithmieren werden Produkte zu Summen:
z—1
In P(G,) =In(1 — P(4;)) + Y _ In P(A,) (92)
n=1

und durch Einsetzen P(A,) = e~*" mit der angegebenen Niherungsformel.

x?

r—1
nP(Gy) =In(1—e ) => An=In(l—e ) - o (93)
n=1

d) Ableiten, Null setzen durch Anwendung der Kettenregel fiir Exponentialfunktionen. Es gilt:
g
f(z) =e"® = f'(z) = u'(z) - ®) und damit ist die Ableitung von —e ** = X\e™*?, also

dln P(G;) e A

= Az = 0 (94)
dx Tl e T
)\67)\1
e = \z(1 — e ) (96)
Ae M = \p — e M\ (97)
Ae™ = Nz — e ) |+ e (98)
x re
1= -
e— Az e— AT (99)
1=z (W - 1) . (100)

Warum ist es zur Bestimmung des optimalen Gebots gleichgiiltig, ob man die Wahrschein-
lichkeit oder deren Logarithmus maximiert?

14 http://vos.vkw.tu-dresden.de
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Losung T.2.1 2 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Der Logarithmus ist eine streng monotone Funktion. Deshalb ist das Argument des Maxi-
mums der nichtlogarithmierten und der logarithmierten Funktion identisch.

(e) Optimales Gebot:
Topt = 1/V A =316.22 = 316 Cent. (101)

Gewinnwahrscheinlichkeit: (Hier darf man natiirlich nicht den Logarithmus nehmen!)

2
/\Iopt

Popr =™+ (1= et) = 1.91 Promile. (102)

http://vos.vkw.tu-dresden.de 15
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2 Wahrscheinlichkeitsrechnung Losung T.2.2

Losung T.2.2

Wir kategorisieren die Einkommensklassen mit A; und die Zahl der Kfz mit B;:
e A; & Einkommensklasse 4
e By & kein Kfz, B < ein Kfz, Bjs < mindestens zwei Kfz.
Aus dem Text entnimmt man dann folgenden Angaben:

e Unbedingte Wahrscheinlichkeiten

P(A)) =0.2, P(Ay) =06, P(A3)=02. (103)

e Bedingte Wahrscheinlichkeiten

P(By|A1) =040 P(By|A;) =055, P(Bs|A;) = 0.05, (104)
P(By|As) =0.20 P(Bs|Ay) =0.60, P(Bs|Ay) = 0.20, (105)
P(B1|As) = 0.05 P(By|As) =045, P(Bs|As) = 0.50. (106)

Mit dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit zunéchst die unbedingten Wahrscheinlichkeiten
der Ereignisse B;:

P(By) = P(B1|A1)P(Ay) + P(B1|A2)P(A2) + P(B1|A3)P(As) = 0.21, (107)
P(B;)=04-0.24+0.2-0.6+0.05-0.2=0.21 (108)
P(B3) = P(B3|A1)P(A1) + P(B3|A2) P(As) + P(Bs|A3) P(A3) = 0.23. (110)
Nun mit dem Satz von Bayes die gesuchten bedingten Wahrscheinlichkeiten P(A;|B;):
P(B;|A;)P(A;)
P(4;|Bj) = 4 111
Die Zahlenwerte eingesetzt. Beispielsweise:
04-0.2
P(A{|By) = =0.381 112
(AilBr) = =G5 =038 (112)
0.45-0.2
P(A3|By) = —— =0.161 11
(As3|B2) 056 0.16 (113)
also
P(A;1|B1) =0.381 P(A3|B1) =0.571, P(A3|B;) =0.048, (114)
P(A1|By) =0.196 P(A3|By) =0.643, P(As|B2) =0.161, (115)
P(A1|Bs) = 0.043 P(Ay|Bs) = 0.522, P(As|Bs) = 0.435. (116)

Das Ergebnis zeigt die erwartete Tendenz, dass Haushalten mit mehreren Kfz mit hoherer
Wahrscheinlichkeit eine obere Einkommensklasse besitzten als die mit keinem Fahrzeug (Be-
trachtung der vertikalen Ergebnisse pro Einkommensklasse).

Hinweis: Mit dem Wahrscheinlichkeitsbaum (3 Aste, je 3 Zweige) ist die Losung ebenfalls im
Standardverfahren erhéltlich.
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Losung T.2.3 2 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Losung T.2.3

(a) Mit der Fehlerzahl n, der Entdeckwahrscheinlichkeiten p4 und pp gilt anhand der Aufga-
benstellung und bei unabhéngig die Fehler entdeckenden Korrektoren A und B:

5
5=mn-pa, pA:ﬁ, (117)
4
4=n-pg, pB= e (118)
5 4
2=n-pa-pp, 2=n-—-—, (119)
non
=n=10, psa=05 pg=04 (120)
bzw. )
n= = 10. (121)
PADPB

(b) Nullhypothese Hy: n = 10 Fehler. Unter Hj sind somit die von Person A oder B entdeckten
Fehlerzahlen binomialverteilt:

na ~ B(10,0.5), np ~ B(10,0.4) (122)

Fiir die Wahrscheinlichkeiten p4(z) und pp(z) dafiir, dass die Personen A oder B jeweils z
Fehler entdecken, gilt also

()" = Q)

Somit konnen die personen durchaus mehr oder weniger als 5 bzw. 4 Fehler entdecken
und damit auch die schlussgefolgerte (geschétzte) Gesamtfehlerzahl von der tatséchlichen
Gesamtzahl abweichen.

http://vos.vkw.tu-dresden.de 17
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2 Wahrscheinlichkeitsrechnung Losung T.2.4

Losung T.2.4
Sei

e 79 = 0.04 der (auf 1 Jahr bezogene, also einschl. Zinseszins) Zinssatz der sicheren Bundes-
anleihe,

e r =0.06 der (auf 1 Jahr bezogene) Zinssatz der Bankanleihe
e p die Ausfallwahrscheinlichkeit der Bank in diesem Jahr.

Wir nehmen an, dass die erwartete Rendite bei den sicheren Papieren und der Bankanleihe
dieselbe sein soll (in Wirklichkeit erwartet der Investor allerdings oft eine hohere erwartete
Rendite als Risikozuschlag). Bei der Bankanleihe ist bei einer Ausfallwahrscheinlichkeit von p
der Erwartungswert des Auszahlungsbetrags X pro eingezahlter Geldeinheit gegeben durch

EX)=1-p)(1+r)+p-0 (124)

(mit der Wahrsch. p wird gar nichts zuriickbezahlt, mit der Komplementéirwahrscheinlichkeit
der Einsatz Plus Zinsen).
Durch Gleichsetzten mit dem Auszahlbetrag 1 + rg der Bundesanleihe erhdlt man

1+7"0
1+7r

(1-p)(A+r)=1+rg = p=1- = 1.89% (125)

18 http://vos.vkw.tu-dresden.de
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Losung T.2.5 2 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Losung T.2.5

(a) Die die bedingte Wahrscheinlichkeit kann man sich aus den Haufigkeiten herleiten. Korrektor
A findet 75 Fehler, also ny = 75. Von diesen Fehlern werden nc = 30 auch von Korrektor
B gefunden. Von allen ny = 75 Fehlern, die Korrektor A findet (Bedingung A), wurden
nc = 30 auch vom anderen gefunden (betrachtetes Ereignis C'). Entsprechend sind

nc 30

PCA)=—=—=4 126
(©14) = 1€ = 22 = a0 (126)
nc 30
PCIB)=—=—=50 127
(©13) = 1< = 38 = s (127
(b) Es gilt nach Produktregel
P(C)=P(ANB) (128)
= P(A)- P(B|A) (129)
= P(A)- P(B) (da unabhéngig) (130)
woraus nach Umformung folgt
P(C) ne 30
(B) P(A) na 75 0% (131)
P 1
pay= 2O _ne 1 _ g0 (132)

(c) Priifer B entdeckt den Anteil P(B) = 30/75 aller Fehler und dieser Anteil entspricht ng = 60
Fehlern. Damit ist die erwartete Gesamtfehlerzahl gegeben durch den Dreisatz

pB)="8 (133)
ng
np = PTEZ) (134)
60
= 30775 (135)
= 150. (136)

Es wurden insgesamt 105 Fehler entdeckt: 75 Fehler von Korrektor A und (60 — 30) zuséitz-
liche Fehler von B (welche A nicht entdeckt hat). Damit sind im Mittel noch 45 Fehler
unentdeckt.
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(d) GauBverteilung: Ja, da bei unabhiingiger Fehlerentstehung und 150 Fehlern insgesamt die
Bedingungen fiir den Zentalen Grenzwertsatz erfiillt sind. Bei sehr wenigen Fehlern
(sehr gute Schreiber oder sehr kurze Arbeiten) nicht anwendbar.

Exponentialverteilung: Nein. Zwar beschreibt diese die Absténde zwischen zwei Fehlern,
nicht jedoch die Gesamtanzahl derselben.

Binomialverteilung: Theoretisch ja, aber extrem unpraktisch. Da man bei jedem Wort
Schreibfehler machen kann, ist die Gesamtfehlerzahl eine Summe (nach Voraussetzung
unabhéngiger) bindrwertiger Variabler (Wort ist fehlerhaft oder nicht) und damit bino-
mialverteilt. Da aber pro Wort die Fehlerwahrscheinlichkeit klein ist, ist der Grenzfall
»seltenes Ereignis“ relevant und damit die ...

Poissonverteilung: Dies ist (neben der GauBverteilung) die praktikabelste Verteilung.

Hypergeometrische Verteilung: Diese behandelt eine Situation des Ziehens aus einem end-
lichen Reservoir ,ohne Zuriicklegen“. Die Fehler wéren also voneinander abhéngig und
diese Verteilung daher nicht zutreffend.

Gleichverteilung: nicht zutreffend.

(e) Die Fehlerzahl in der Zusammenfassung ist poissonverteilt

X ~ Po(u). (137)
mit dem Parameter
w=mn-0 (138)
=15-3 (139)
=4.5 (140)

Wahrscheinlichkeit der Fehlerfreiheit ist gegeben durch

0.1
PN
P(X =0) =" (141)
1-e 45
= 142
: (142)
=1.11% (143)
Die Wahrscheinlichkeit fiir mehr als drei Fehler ist
3
P(X>3)=1-Y P(X =n1) (144)
=0
3 e
=1-> p (145)
=0
=1—(0.0111 + 0.0500 + 0.1125 4 0.1687) (146)
=1-0.342 (147)
= 65.8% (148)
(f) Die Anzahl X der Fehler auf einer Seite ist poissonverteilt
X ~ Po(pu). (149)
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mit dem Parameter

pw=mn-0 (150)
=13 (151)
=3 (152)

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Seite fehlerfrei ist, ist

0. —

P(X=0)=" 0!6 " (153)
-3

1 16 (154)

= 5% (155)

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine Seite einer m = 50-seitigen Arbeit fehlerfrei
ist, betragt

P=1-(1-P(X=0)" (156)
=1-(1-0.05)" (157)
= 92.3% (158)
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Losung T.2.6

(a)

Nach den Angaben gilt fii die Ereignisse i =A, B oder U mit den dazugehorigen Quoten g;,
dass die Wahrscheinlichkeiten p; proportional zu den inversen Quoten sind. Die Proportio-
nalitdtskonstante ergibt sich aus der Normierungsbedingung;:

c 1/qi
;= —, + + =1 = ;= 159
pi= o PPt D Ly Py (159)
Mit ¢3 = qa = 2.6, o = qp = 3.2 und g3 = qu = 2.4 gilt
1
2.6
26 T33 1t 31

pp = 0.281, py =0.374. (161)

Hintergrund (nicht verlangt): Die subjektiven Definition kann iiberall dort zum Einsatz
kommen, wo man mit richtigen Voraussagen Geld (oder Ehre) gewinnen kann, man mit seiner
Entscheidung “den Markt” beeinflusst, so dass sichere Gewinne unméglich werden und die
Gewinnfunktion eine kardinalskalierte Grofle ist. Hier kann man mit richtigen Tipps reales
Geld (kardinalskaliert) gewinnen und beeinflusst mit seinen Entscheidungen den Markt,
zumindest indirekt iiber den Einfluss auf die Quoten des Anbieters.

Seien die Anteile der Wetteinsétze auf die Ereignisse i = A,B oder U durch 6; gegeben. Dann
ist der Erwartungswert des Gewinns des Wettanbieters in Einheiten des Gesamteinsatzes
gegeben durch

3 3
1 1
G=1-Y Oipigi=1-» Oi——=1-— (162)
. i 1 1
=1 i=1 2: o 2: o
7=1 7j=1
2.6-0.345 +3.2-0.281 + 2.4 -0.374
- + X + — 0.102. (163)

Hier wurde die Normierungsbedingung . 6; = 1 verwendet. Der Wettanbieter gewinnt al-
so, unabhdngig davon, auf welches Ereignis die Spieler setzen, im Mittel 10% der Einsétze.
Wichtig ist dabei nur, dass die subjektive Wahrscheinlichkeit die tatséchliche widerspiegelt.
Beeinflussen Wettbetriiger die tatsédchlichen Ausgéinge (z.B. durch Bestechung des Schieds-
richters und gleichzeitig hohe Einsétze auf den begiinstigten Club), kann der Erwartungswert
des Gewinns des Anbieters durchaus negativ werden!

Statistische Wahrscheinlichkeiten = relative Haufigkeiten in der Zeitreihe der Vergangenheit:

PR = 2, pp = i, pu = 0. (164)
Die klassische Laplace’sche Definition kann man nicht anwenden, da man die Grundgesamt-
heit, welche auch alle moglichen Spiele in der Zukunft mit einschliefit, nicht abzéhlen kann.
AuBerdem sind die Elementarereignisse (z.B. 2:0, 2:1, 4:2 etc fiir das Ereignis A) nicht gleich

wahrscheinlich.

Bemerkung am Rande: Am 17.2. hat Werder Bremen unerwartet gegen irgendein Bundesliga-
Schlusslicht verloren. Daraufhin wurden auch die Quoten veréndert, z.B. Stand 20.2.07, 20:30 h:
ga = 2.4, qp = 2.7, qu = 3.2. Die Gewinnwahrscheinlichkeit fiir Bremen betrigt damit nur noch
pp = 0.337 statt 0.374 (in Klausur der Wert von py7, da dort p4 und py vertauscht wurde).
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Losung T.2.7

(a) Wahrscheinlichkeitsbaum:

Kunde ist
zufrieden?

nein
Wabhrscheinlichkeit
1 - p_zuf

Positive
Riickmeldung?

Positive

Riickmeldung?

ja keine keine
Antwort Antwort
40% 60% 30%

o W\

nein

70%

(b) Es sei n, die Zahl der positiven und n,, die Zahl der negativen Antworten. Anteilswert der

positiven Antworten:
np 353

A: =
Py +n, 353+ 402

= 0.4675. (165)

Erwarteter Anteil der zufriedenen Kunden p., s unter der Beriicksichtigung der unterschied-
lichen Antwortraten: Es sei

e pp. = P(positiv|zufrieden) = 0.4,
e p,: = P(positiv|zufrieden) = 0.0,
® p,. = P(negativ|zufrieden) = 0.0,
e p,: = P(negativ|zufrieden) = 0.7

Dann ergibt sich aus dem Verhéltnis der Antworten mit dem W-Baum:

353 sufPp>
g= 2 =% _ 8781 = L=

= 166
Nin 402 (1 — Pzuf )pni ( )

und nach Auflésung

q(1— pzuf)pni = PzufPpz (167)
qPnz — qPzufPnz = PzufPpz (168)
qPnz = Pzuf (ppz + qpni) (169)
qPnz
=== 170
Pauf Ppz + qPnz ( )
0.8781-0.7

= = (0.6058. 171
0.440.8781-0.7 (171)

(¢) Nun gilt pp; = 0.4 —0.1-0.4 = 0.36, pp = 0.1-0.4 = 0.04, ppz = 0.7-0.1 = 0.07 und
Pnz =0.7—0.1-0.7=0.63.

http://vos.vkw.tu-dresden.de 23


http://vos.vkw.tu-dresden.de

2 Wahrscheinlichkeitsrechnung Losung T.2.7

Damit ergibt sich fiir das bekannte Antwortverhéltnis ¢ nun

_ Np _ PzufPpz + (1 — pzuf)ppZ
qg=— =
"in (1- pzuf)pni + PzufPnz

und nach Auflésung

0.36paus + (1 — pauys)0.07
(1 = paus)0.63 4 0.04p.y
~0.29p.yf + 0.07
~0.63 — 0.59p.,
0.63g — 0.59¢pus = 0.29p,,¢ + 0.07
0.063¢ — 0.07
0.29 + 0.59¢

= Pzuf

mit ¢ = 0.8781 ergibt sich

qPnz — Ppz
qDnz + Ppz — Ppz — qPnz

Siehe auch den W-Baum (nicht verlangt!) fiir diese Situation:

Kunde ist
zufrieden?
nein

Wahrschelnllchkel Wabhrscheinlichkeit
p_zuf 1 - p_zuf

Positive Positive
Riickmeldung? Riickmeldung?

keine keine
Antwort Antwort ja

\

nein

nein
63%
36 %

(d) Konfidenzintervall fiir Anteilswert fir a = 4%:

60% 30%

////

7%

i nein
nix ja

g

0 c[A—AA A+ AA]

mit 353
= —— =0.4675
353 + 402
A(l-A 0.4675(1 — 0.4675
AA = Z1—a/2 (n) = 2.054\/ (755 ) =0.00136
und damit

0 € [0.466,0.469]

(172)

(173)

(174)
(175)
(176)

(177)

(178)

(179)

(180)

(181)
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Losung T.2.8

Sei A; das Ereignis “Ein Mitglied ist in Schadenfreiheitsklasse (SFK) ¢”. Die Wahrscheinlich-
keiten ergeben sich aus den relativen Hiufigkeiten zu

50000 80000

P(A;) = —0.1 P(Ay) = — 0.2892 182

(A1) = Sgee7 — 01807, PlA2) = oragey = 02892, (182)
80000 66667

P(A3) = —0.2892, P(Ay) = — 0.2409. 1

(43) = Sr667 — 02892 Plds) = oreren = 0.2409 (183)

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(A;|S), dass ein Schadensfall (Ereignis S) von einem Mit-
glied der SFK ¢ verursacht wird, lassen sich direkt aus der Tabelle ablesen:

P(A1]S) = 0.3, P(A3|S) =03, P(A3]S)=0.24, P(A4]S)=0.16. (184)

Die gesuchten Wahrscheinlichkeiten P(S|A;), dass ein Mitglied der SFK ¢ einen Schaden
meldet, wird duch den Satz von Bayes berechnet:

P(A4;]18)P(S)
P(A;)

und damit insbesondere die Quotienten, bei denen sich die zwar berechenbare, aber irrelevante
unbedingte Schadenswahrscheinlichkeit P(S) herauskiirzt:

P(S|4;) = (185)

P(S|A;) _ P(Ai|S)P(A1)
P(S|A1)  P(A4|S)P(4;) (186)

Diese Bruchteile geben direkt den Rabatt in Form des Bruchteils des von der SFK1 zu zahlenden
Versicherungsbetrages an:

P(S]A2)  0.3-0.1807
P(S|A;)  0.3-0.2892

_ P(5l45) _ P(5|44) _
= 0625, gy =05 igay = 0.4. (187)

http://vos.vkw.tu-dresden.de 25


http://vos.vkw.tu-dresden.de

2 Wahrscheinlichkeitsrechnung Losung T.2.9

Losung T.2.9

(a) Die Wahrscheinlichkeit von 57% Staus bezieht sich auf den ganzen Nachmittag, wéihrend fiir
den Pendler nur die Staus relevant sind, die ihn behindern, wenn er gerade vorbeifihrt. Dies
ist natiirlich nur eine Untermenge aller nachmittéglichen Staus, daher die unterschiedlichen
Wahrscheinlichkeiten.

(b) Sei

e A das Ereignis “Stau vorhanden”,

e B das Ereignis “eine Staumeldung wurde durchgegeben”.

Dann gilt aus der Fragestellung

P(A) =02, P(B)= % —0.25, P(B|A) =0.8. (188)

Aus dem Satz von Bayes ergibt sich damit
(i) Wahrscheinlichkeit fiir Stau, falls Staumeldung:

P(A)P(BJA) 02-08

P(A|B) = PE)  ~ oz ~ O (189)

(ii) Wahrscheinlichkeit fiir Stau, falls keine Staumeldung:

P(A)P(B|A)  P(A)(1— P(B|4)) 0.2-0.2

5 _ )
P(AIB) = P(B) 1— P(B) ~0.75

= 0.053 (190)

(c) Wahrscheinlichkeit von Falschmeldungen:

. P(B)P(AB) _P(B)(1—P(A|B)) _0.25-(1—0.64)
P(BIA) = P(A) 1 - P(A) B 0.8

=0.1125  (191)

(d) Es sei
e ( das Ereignis “Stau auf Nebenstrecke”
mit
P(C|B) =05, P(C|B)=0.1 (192)

(wobei P(C|B) = 0.5 entspricht Stau auf der Nebenstrecke, falls Staumeldung und P(C|B)
bedeutet Stau auf der Nebenstrecke, falls keine Durchsage)

(i) Hier ist es wichtig, weniger als 20 Minuten zu brauchen. Aus der Fahrtzeit - Entschei-
dungsmatrix sieht man, dass man dazu die Wahrscheinlichkeit, in einen Stau -egal,
ob auf Haupt- oder Nebenstrecke- minimieren muss. Falls eine Stauwarnung gegeben
wurde,trifft B zu und die Stauwahrscheinlichkeit P(A|B) = 0.64 auf der Hauptstrecke
ist grofler als die Stauwahrscheinlichkeit P(C|B) auf der Nebenstrecke. Also ist eine
Umfahrung sinnvoll.

(ii) Falls man die mittlere Reisezeit optimieren will, gilt es, den Erwartungswert () der
Reisezeit zu minimieren. Sei

e D die Entscheidung “Ich nutze die Nebenstrecke”
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Dann gilt (in Einheiten von Minuten):

(r)|p = 10 min P(C|B) + 40 min P(C|B) =10 (1 — 0.5) +40-0.5 = 25 min (193)
und

() |p =5 min P(A|B) + 30 min P(A|B) =5- (1 —0.64) +30-0.64 = 21 min (194)

Also ist in diesem Falle die Entscheidung D: “Ich bleibe auf der Autobahn” besser.
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Losung T.2.10

(a)

28

Flugzeug: Die Ausfallwahrscheinlichkeit von Querruder, Triebwerke und Bremsklappen sind
durch pg = pr = pp = 1073 gegeben. Die Wahrscheinlichkeit, dass wihrend eines Fluges
alle drei Systeme ausfallen und damit das Flugzeug lenkunfihig wird, ist durch

P(Flugzeug wird lenkunfihig) = poprpp = 1077 (195)

gegeben. Diese Wahrscheinlichkeit von 1 : 10 muss iibrigens beim derzeitigen Standard
unterschritten werden, um ein Flugzeug zuzulassen.

Die drei unabhéingigen Einheiten C;, ¢ = 1,2,3, von Sensoren und Steuergeréiten fallen je
mit der Wahrscheinlichkeit # = 10~ pro Fahrt aus. Die Wahrscheinlichkeit, dass wihrend
einer Fahrt ¢ dieser Systeme ausfallen, ist durch die Binomialverteilung

P(i Computer (“Steuergeriite”) fallen aus) = pg’e)(i) = <Z:> 0 (1 —0)3~" (196)

gegeben, also insbesondere die Ausfallwahrscheinlichkeiten fiir 2 oder 3 Steuergeréte durch
pi”(2) =36%(1-0) =3 (107° +10712), pH7(3) =0 =10712. (197)

Damit ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Ausfall von mindestens zwei Steuergeréten (bei
zwei signifikanten Stellen) durch

pe =p2@2) +pE03) ~ 31078 (198)

gegeben.

Hier ist der Sachverhalt wie beim Flugzeug: Mindestens einer der Stellmotoren reicht aus.
(Ein Ausfall eines Motors fithrt zum Stillstand dieses Motors, so dass, im Gegensatz zu den
Steuergeriten fiir die Umsetzung der Lenkbewegung, auch ohne Voter eindeutig der defekte
vom intakten Motor unterschieden werden kann). Damit ist bei der Ausfallwahrscheinlicheit
6 = 10~* eines Motors die Versagenswahrscheinlichkeit

A~

par = P(alle beiden Stellmotoren fallen aus) = ()% = 1078 (199)

Versagenswahrscheinlichkeit p; des Gesamtsystems “Lenkung”:

pr. = P(Steuergeréte oder Stellmotoren versagen) = pc + pa — pepm =~ pe +py = 4 1078

(200)
Dabei wurde die bei Unabhéngigkeit von A und B giiltige Beziehung
P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB) (201)
=1- P(A) P(B|A) =1- P(A) P(B) (202)
=1—(1-pc)(l —pm) =pc +PpPm — pcpm (203)

angewandt und das FErgebnis auf zwei signifikante Stellen gerundet.

Hier gilt im Prinzip dieselbe Formel, nur das fiir einen “Elektronikfehler” bereits das Ver-
sagen eines Steuergeridtes oder eines Motors ausreicht. In diesem Falle wiirde sich ndmlich
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auch bei noch funktionierender Lenkung die Versagenswahrscheinlichkeit drastisch erhthen,
so dass das Fahrzeug aus Sicherheitsgriinden nicht mehr gestartet werden kann. Also

PLenkelektronik fehler = ﬁC + ﬁM - ﬁC ﬁM ~ ﬁC +ﬁM =5- 1074 (204)

Dabei wurden die Wahrscheinlichkeiten fiir den Ausfall mindestens eines Steuergerétes oder
Stellmotors durch die Binomialverteilung

po=1-p3"0)~3-107" fy=1-p3"0)~2-107 (205)

ermittelt.
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Losung T.2.11

G | Gestohlenes Fahrzeug
Seien folgende Ereignisse definiert: A | Ausweis kann vorgezeigt werden
D | Drogen im Auto mitgefiihrt
Wahrscheinlichkeitsbaum:

@
P

Gquer
/ \ 09 o
Aquer Aquer
0. 005 0.005 0. 891 0.099
/ \ / \ / Y999 / Y%
Dquer Dquer Dquer Dquer
0.0005 0.0045 00005 00045 0000891 0.890109  0.000099 0.098901

(a) Ablesen der mittleren ” Verzweigungsebene” des W-Baumes ergibt

(i) Unbedingte Wahrscheinlichkeit

P(A) = 0.005 + 0.891 = 89.6% (206)

(ii) Bedingte Wahrscheinlichkeit fiir gestohlenes Fahrzeug bei Vorweis eines Fahrzeug-

scheins:
P(GNA) B 0.005

P(G|A) = -
(Gl4) P(A) 0.005 + 0.891

= 0.558% (207)

(iii) Bedingte Wahrscheinlichkeit fiir gestohlenes Fahrzeug, falls kein Fahrzeugschein vor-

zeighar:
- P(GnN A) 0.005

P(G|A) =
@4 = P(A)  0.005+ 0.099

= 4.81% (208)

(b) Fiir die Wahrscheinlichkeiten des Drogentransports muss man auf die unterste ”Veriste-
lungsebene” des W-Baumes gehenﬂ

P(DNA)  0.001391
P(A) 0896

P(DnNA)=0.0005+ 0.000891 = 0.001391, P(D|A) = = 0.155%

(209)

?Man kann die mittlere und untere Ebene des W-Baumes auch vertauschen. Dann ergibt sich Aufgabenteil (b)
aus der mittleren und (a) aus der unteren Ebene.
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und

P(DNA)  0.000599

P(D N A) = 0.0005 + 0.000099 = 0.000599, P(D|A) = P 10896

= 0.576%.
(210)

Diskussion (kein Bestandteil der eigentlichen Klausur)
Der Polizist erhélt aus der W-Theorie folgende konkret relevante Informationen:

(i) Falls der Fahrzeugschein nicht vorgezeigt werden kann, wird durch diese Informati-
on die a-priori- Wahrscheinlichkeit fiir ein gestohlenes Fahrzeug von 1% um fast den
Faktor 5 erhoht. Das Vorzeigen der Papiere erniedrigt hingegen reduziert diese Wahr-
scheinlichkeit um weniger als den Faktor 2.

(ii) Bei der Frage nach dem Drogentransport hilft die Information, ob ein Schein vorgezeigt
werden kann, weniger deutlich: Die a-priori-Wahrscheinlichkeit fiir Drogentransport
von etwa 2 Promille wird durch das Vorzeigen der Papiere nur marginal auf 1.55
Promille reduziert, wihrend das Fehlen der Fahrzeugpapiere die Wahrscheinlichkeit
immerhin auf 5.76 Promille erhoht.

(iii) Die ganze Problematik macht deutlich, wie die Wahrscheinlichkeit von der Information
abhéngt und sich bei Vorliegen neuer Information schlagartig &ndern kann.
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Losung T.2.12
Losungsvorschlag folgt.
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Losung T.2.13

(a)

Es seien folgende Ereignisse definiert:

A: Inspektion wurde durchgefiihrt

B: Es gab mindestens eine Panne auf der Fahrt in die Tiirkei

C': Es gab mindestens eine Panne auf 1000 km Fahrt

Bekannt ist die unbedingte (totale) Wahrscheinlichkeit

P(A)=0.38,

sowie die bedingten Wahrscheinlichkeiten

P(C|A) = 0.005 Pannenwahrscheinlichkeit pro 1000 km bei durchgefiihrter Inspektion

P(C|]A) = 0.03 Pannenwahrscheinlichkeit pro 1000 km, falls die Inspektion nicht durch-
gefiihrt wurde

Da die Pannenwahrscheinlichkeit nicht vom Streckenabschnitt bzw. von schon erlittenen

Pannen abhéngt, gilt fiir die Wahrsch., mit (A) oder ohne (A) Inspektion keine Panne zu
erleiden:

P(B|A) = (1 — P(C|A))* = (1 — 0.005)* (211)
bzw.
P(B|A) = (1 — P(C|A)* = (1 —0.03)* (212)
Damit ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeiten, mindestens eine Panne zu erleiden:
P(B|A) =1— P(B|JA) =1 — (1 —0.005)* = 1.985%, (213)
P(B|A)=1-P(B|A) =1— (1-0.03)* = 11.47% (214)

Unbedingte (totale) Wahrscheinlichkeit P(B):

P(B) = Z P(B|Ay)P(Ag) = P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A) = 0.0388 (215)
k

Hier wurde A; = A und Ay = A gesetzt.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(A|B) ergibt sich mit dem Satz von Bayes (mit Ay =

Ay = A):

P(B|A)P(A)  0.1147-0.2
P(B)  0.0388

Wihrend die A-Priori-Wahrscheinlichkeit, keine Inspektion durchgefiihrt zu haben, nur
P(A) = 0.2 betrigt, steigt sie auf P(A|B) = 59%, wenn man die zusitzliche Informati-
on hat, dass eine Panne vorliegt.

P(A|B) = =0.59 (216)

Sei Ereignis D: ”Sonsiger Grund fiir Verspétung”. Dann gilt fiir Ereignis £ = D U B:
”Machinenteile kommen verspéatet an” bei Unabhéngigkeit der sonstigen Ursachen wie Zoll
etc. von den Pannen:

DeMorgan Unabhh. = =

1—P(D)P(B) =1-0.99-0.9612 = 4.84%
(217)

P(E) = P(DUB) 1—-P(DNB)

http://vos.vkw.tu-dresden.de 33


http://vos.vkw.tu-dresden.de

2 Wahrscheinlichkeitsrechnung Losung T.2.14

Losung T.2.14
Aus der Aufgabenstellung sind gegeben

P(A) = 50% P(A) = 50% (218)
P(B|A) = 40% P(B|A) = 60% (219)
P(B|A) = 80% P(B|A) = 20% (220)

(a) Totale Wahrscheinlichkeit

P(B)= ) P(Bl4) P(4)) (221)
Ai=AA
= P(B|A) - P(A) + P(B|A) - P(A4) (222)
= 40% - 50% + 80% - 50% (223)
= 20% + 40% (224)
= 60% (225)
(b) Satz von Bayes
_ P(BJA) - P(A)
P(A|B) = — BB (226)
40% - 50%

= — 22
607 (227)
= 33.3% (228)

(c) Die Zahl X der noch bendétigten Stellplétzen ist binomialverteilt
X ~ B(n = 4,0 = 66.7%) (229)
mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion
P(X =z) =pi? = (Z) 0 (1— ), (230)
So berechnet sich
P(X<2)=1-P(X >3) (231)
=1-[P(X =3)+P(X =4)] (232)
4 4

=1- [<3> 06673 - (1 —0.667)43 + < 4) -0.6671 - (1 —0.667)11 (233)
=1-[4- 0.667%-0.333 + 1 - 0.667* - 1] (234)
= 100% — [39.53% + 19.79% (235)
= 40.68% (236)

(d) Ob ein Stellplatz i noch genutzt wird (X; = 1) oder frei wird (X; = 0) ist binomialverteilt

X; ~B(n=1,0=66.7%) (237)
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mit dem Erwartungswert und der Varianz

i =0 = 0.667 (238)
o2 =0-(1-6)=02221 (239)

Die Gesamtzahl X der bendtigten Stellplédtze ergibt sich als die Summe

208

X=> X (240)
i=1
kann aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes als normalverteilt
X ~ N(pt,0%) (241)
mit
208
p=> p;=208-0.667 = 138.74 (242)
i=1
208
o> =) o} =208-0.2221 = 46.197 (243)

=1

angenommen werden. Gesucht ist nun nach der Wahrscheinlichkeit

P(X <150) = ® (z _ b= “) (244)
g
150 — 138.74
B 245
<z V46.107 ) (245)
= & (2 = 1.657) (246)
~ 95% (247)
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Losung T.2.15

Losung T.2.15

(a) Direkt aus der Aufgabenstellung folgt

(b) Mit

P(A) = 40%

P(A) =60%
ergibt sich fiir die totale Wahrscheinlichkeit P(B)

P(B)= Y P(BA)- P(A)
A=AA
= P(BJ|A)- P(A) + P(B]Z) -P(Z)
= 80% - 40% + 30% - 60%
= 32% + 18%
= 50%.

(c) Mit dem Satz von Bayes lisst sich

P(B|A) - P(A)
P(B)

_ 80% - 40%

- 50%

= 64%

P(A|B) =

ermitteln.

(d) Wieder mit dem Satz von Bayes:

P(B|A) - P(A)
P(B)

0% - 60%

1 -50%

= 84%

P(A|B) =

(248)
(249)

(250)
(251)

(257)

(258)
(259)

(260)

(261)
(262)

(e) Mit gegebenem P(B) = 55% berechnet sich aus der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit
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die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(A) durch Umstellen wie folgt

P(B)= Y P(BIA)- P(A)
A=AA

P(B) = P(B|A) - P(A) + P(B|A) - P(4) (P(Z) —1- P(4)
P(B) = P(B|A) - P(A) + P(B|A) - [1 - P(A4)] ( — P(B|A)
P(B) — P(B[A) = P(A) - [P(B|A) — P(B[A)] ( . [P(B|A) — P(B|4)]
pa) - B = PBIA)
P(B|A) — P(B|A)
55% — 30%

~ 80% — 30%
= 50%
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(265)

(266)

(267)

(268)
(269)
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3 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Losung T.3.1

(a) Verteilungsfunktionen der Ankunftszeiten: Die Verteilungsfunktionen der Verbindung
1 (mit Umsteigen) und Verbindung 2 (Direktverbindung) lauten [nicht verlangt, nur zeich-

nen|
0 T <0 0 T <30
Fi(T)=<2/3 0<T<60, F(T)={132 30<T<50
1 sonst. 1 sonst.

Der Wert 2/3 in der Verteilungsfunktion ist gleich der Wahrscheinlichkeit ppappy, den An-
schlusszug nicht zu verpassen. Mit 20 min fahrplanméfiige Umsteigezeit, einer G(0,30)-
gleichverteilten Verspatung der Ankunft des ersten Zuges und piinktlichen Anschlusszug
wird der Anschluss verpasst, wenn die Verspatung grofler als 20 min ist, was mit der Wahrsch.
1 — Phappy = 1/3 geschieht.

]
0.8
0.6
0.4
02 L S
0 F=0.T§ —
0 10 20 30 40 50 60 7
Zeit (min) nach Fahrplan—-Ankunft der Verbindung 1
(b) Median (vgl. die obige Abbildung):
Verbindung 1: Ty s = 0, Verbindung 2: Tos = 30 + 0.5-20 = 40 (270)
Erwartungswert:
Verbindung 1: E(T)=2/3-04+1/3-60 =20, (271)
Verbindung 2: E(T) =30+0.5-20 = 40. (272)

(c) Wahl der Verbindung

(i) Falls das Ziel eine maximale Zeitersparnis im Mittel ist, sollte die Verbindung mit den
kleineren Erwartungswert gewéhlt werden, also Verbindung 1.

(ii) Falls maximal 50 Minuten Verspétung erlaubt sind: Es sollte die Verbindung gewihlt
werden, fiir die dies mit hoherer Wahrscheinlichkeit

P(T < 50) = F(50) (273)
erfiillt ist:

Verbindung 1: F(50) = 2/3, Verbindung 2: F'(50) = 1, (274)
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3 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Also Verbindung 2.

(d) Wahrscheinlichkeit und Streuparameter:

1/2\? G
3<3>]—6027’

202
12°

e Standardabweichung;:

2 /1\?

o5 =

e Wahrscheinlichkeit P(T" < 45) = F'(45):

o =20V2 =282,

=5.8.

o9 —

EE
[\

Verbindung 1: F'(45) = 2/3, Verbindung 2: F'(45) = 3/4.

e Spannweite:

Verbindung 1: R =60, Verbindung 2: R = 20.

http://vos.vkw.tu-dresden.de
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(277)

(278)
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Losung T.3.2

(a)

40

Die Zahl der OPNV-Entscheidungen kann nur dann mit der Binomialverteilung beschrie-
ben werden, wenn die Entscheidungen der zehn Studenten bzw. Erwerbstétigen voneinander
unabhéngig sind. Dann hat man jeweils zehn unabhéngige Wiederholungen eines Bernouulli-
Experiments, die also durch die Binomialverteilung B(10,#) beschrieben werden. Der Para-
meter n = 10 (in beiden Gruppen) ist also fest.

Dazu nimmt man fiir die Studenten die Zeile mit x = 7 OV-Entscheidungen (fiir die Er-
werbstétigen z = 2) und maximiert die Wahrscheinlichkeit beziiglich 0. Also § = 0.7 fiir
Studenten (maximierte Wahrscheinlichkeit 0.27) und 6 = 0.2 fiir Erwerbstéitige (maximierte
Wahrscheinlichkeit 0.30)

Binomialverteilung;:

P = () - oo (279)
Dies fasst man nun bei festen Wert von x als Funktion L(f) des Parameters 6 auf und
maximiert beziiglich § (unter Anwendung der Produkt und Kettenregel):

dl;fg@) = ({S) (26" (1 = 0)1°7% 4+ 67(10 — 2)(1 — 0)'07" 71 (-1)] (280)

_ (?) 6* (1 — )10~ (1 — 9) — 9(10 — z)] = 0 (281)

Also z = 0(10 — x + ) oder 6 = 5. Die bei (b) abgelesenen Werte von 6 = 0.7 bzw. 6 = 0.2
treffen also exakt zu.

Beschreibung mit Poissonverteilung ist moglich, falls ein Defekt keine weiteren Defekte nach
sich zieht, also vollstéindig behoben wird (und es sich wirklich um Defekte, nicht um das
Ersetzen von Verschleifiteilen handelt, die danach natiirlich nicht sofort wieder verschlissen
sind).

Eine Binomialverteilung ist moglich, aber unpraktisch, da man ihren zweiten Parameter n
ad-hoc definieren muss (z.B. n = 100000 Kilometerintervalle) und grofie Zahlen bekommt.

Da die Defekthdufigkeit eine niedrige ganze Zahl ist, ist eine Beschreibung mit der nur fiir
stetige oder quasistetige Merkmale anwendbare Gaufiverteilung nicht moglich.

dpl)(z)  d

“a (ue /") (282)
Mm—le—u |
=0 (x—p)=0 (283)

Also ist der die Daten am besten beschreibende Poissonparameter p gegeben durch p = x
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Losung T.3.3

(a)

Die Exponentialverteilung E(\) mit dem Parameter A hat die Dichtefunktion

%e‘“ z>0
0 sonst.

Der Modalwert (Maximum der Dichtefunktion) der Exponentialverteilung liegt also bei z =
0. Auf einer einspurigen Strecke mit dichtem Verkehr kommt aber wegen des notwendigen
Sicherheitsabstandes zweier Fahrzeuge voneinander der Wert Null {iberhaupt nicht vor, also
wire eine Expoentialverteilung der Abstéinde dem Sachverhalt nicht angemessen.

Bei mehreren Spuren hingegen sind “longitudinale” Abstéinde (beziiglich der Stralenrich-
tung) nahe Null sehr wohl méglich, da sie von zwei Fahrzeugen auf verschiedenen Spuren
verursacht werden konnen. Fiir den Fuflgéinger ist es ja wichtig, dass alle Spuren frei sind.
Zusétzlich spielt bei geringem Verkehrsaufkommen selbst auf einer Spur der Anteil des “ge-
bundenen” Verkehrs, bei dem der Abstand durch den Sicherheitsabstand begrenzt wird, nur
eine untergeordnete Rolle, so dass die Fahrzeuge im Wesentlichen unabhingig voneinander
fahren. Die Zahl der in einem festen Zeitabschnitt registrierten unabhéngigen und “seltenen”
Ereignisse, hier die Zahl der vorbeikommenden Fahrzeuge, ist Poissonverteilt und damit die
zeitlichen Absténde zwischen den Fahrzeugen exponentialverteilt.

Sei die Zufallsgrofle T gleich dem zeitlichen Abstand zwischen zwei, auf einer beliebigen
Spur vorbeikommenden Fahrzeuge. Dann gilt

T ~ EX (284)

wobei der Parameter \ aus dem maximalen Verkehrsaufkommen bestimmt wird:

1 600/h

A=y = 600/ = 36005 /h

T =1/6s (285)

“

Beim zweiten “="Zeichen wurde ausgenutzt, dass das Verkehrsaufkommen (Fahrzeuge pro

Zeiteinheit) gleich dem Inversen der mittleren Zeitliicke ist.

Die Wahrscheinlichkeit fiir eine sofortige Uberquerungsmoglichkeit (“freie Strecke”) ist ge-
geben durch die Wahrscheinlichkeit, dass T groBer als die Uberquerungszeit © = t = 12s
ist:

Pi=P(T>t)=1-P(T<t)=1-Fg(t)=e M =1-(1—-eM) =e2=0.135 (286)

Da die Exponentialverteilung die Abstdnde voneinander unabhingiger Ereignisse beschreibt,
ist es vollig unerheblich, ob beim Ankommen an die Strafle gerade ein Auto vorbeigefahren
ist oder ob es schon lange frei war.

Fiir die mittlere Zahl der bis zu einer Uberquerungsméglichkeit vorbeifahrender Fahrzeuge
berechnet man zuerst die Wahrscheinlichkeiten FP,,, dass genau n = 0,1,2,... Fahrzeuge
vorbeifahren, d.h. die ersten n Liicken sind zu klein und die (n + 1)-te ist grofi genug: Mit
dem Multiplikationssatz fiir unabhéngige Ereignisse erhélt man

P(n) = (P(T < t))"P(T > t) = (1 — P;)"P; (287)

(Probe, dass P(n) eine Verteilungsfunktion der Variablen n ist:
Dm0 P(n) = Prd,Zo(l=Pp)" = Pr/(1 = (1= Fy)) = 1)
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Die gesuchte mittlere Fahrzeugzahl ergibt sich aus dem Erwartungswert:

(ny=> nP,=P;> n(l-Pp)" (288)
n=0 n=0

Nutzt man nun die angegebene Formel mit ¢ = 1 — Py aus, erhélt man

1-P; 1-P;
(n) = Ps = = 6.39 Fahrzeuge (289)
P? Py

(d) Die mittlere Wartezeit ist gleich der mittleren Fahrzeugzahl (n), multipliziert mit der mitt-
leren Linge T} der Zeitliicke unter der Bedingung, dass die Zeitliicke 7" kleiner als ¢ ist (an-
dernfalls wiirde der Fufigénger ja nicht das néchste Fahrzeug abwarten). Mit der Abstands-
Dichtefunktion

1
fE(t) = Xe—*t (290)
gilt
t / /
_ it th)dt 1 tP
Tt:ft_to fet) =51 fP (291)
IREGL !
=0
und damit fiir die mittlere Wartezeit (77,) letztendlich
_ 1—- Py - 1-Py
Tyw)(t) = T = T, = —t. 292
(L) () = () T = 5T, = S (292)
Zahlenwert mit t = 12's, 1/X\ = 6 s und Py von Aufgabenteil (b):
(Tw) (12) = 26.3 s (293)

Da das Integral [ zre~dzx nicht angegeben war, gab es auch ohne Ausrechnen von T}, damit
auch ohne Zahlenwerte, die volle Punktzahl!

Plots der Funktionen der mittleren Fahrzeugzahl und der mittleren Wartezeit als Funktion
der Uberquerungszeit (nicht verlangt, nur zur Veranschaulichung):
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w
o
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Losung T.3.4

(a)

44

Die Exponentialverteilung mit der Dichte

Ae ™ >0
f) = {0 sonst (294)

hat einen einzigen Parameter A. Es gilt F(X) = % Da nach Aufgabenstellung der Fluss @
durch “Fahrzeuge pro Zeiteinheit” definiert ist, ist 1/Q die Zeiteinheit pro Fahrzeug, also
der mittlere zeitliche Abstand. Also

= A=Q (295)

Da der zeitliche Abstand zweier Fahrzeuge nach Aufgabenstellung exponentialverteilt ist,
ist die Fahrzeugzahl Y selbst poissonverteilt, Y ~ Po(u). Bei @ = 1 Fz/min. Achtung!!
fast alle haben in der Klausur mit einer Exponentialverteilung gerechnet! Bei
einem Intervall von 5 Minuten gilt also E(Y) = p = 5. Damit

PY<2)=PY=0+PY=1)+PY =2) (296)
0p—p lo—n 20— p 2
e ue pre AN
- + 1 + o1 =e <1—{—,u—|—2!>_12,5%, (297)
Median:
Az ! 1
Flx)y=1-e =3 (298)
1
5= e M (299)
In2=X\x (300)
also
—lln2—lln2—0693 min (301)
o5 — b\ = Q = U. .

Es gilt fiir den zeitlichen Abstand X ~ E(A) mit A™! = 1 min = 60 s. Fiir den rdumlichen
AbstandZ gilt bei konstanter Geschwindigkeit V' = 20m/s und Rechnung in SI-Einheiten,
also Metern und Sekunden:

Z =aX =20X (302)

Eine gleichférmige Skalierung um den Faktor a dndert die Verteilungsform (Exponentialver-
teilung) nicht, nur den Parameter, also Z ~ E()\,) mit

DY  a 60s-20m/s 1200 m

E(Z) = E(aX) = aE(X) = © = (303)

Mit der bereits oben erwéhnten Dichte ist der wahrscheinlichste Abstand = Dichtemaximum
= Null. Da auch die aggressivsten Raser nicht mit dem Abstand Null fahren, sondern einen
minimalen “Sicherheits”-Abstand halten, gibt die Exponentialverteilung den Sachverhalt
falsch wider.
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(e) Ausrechnen von F(X):

B(X) = / o f(z)dz (304)
0
= /S\xe_;\(x_mmi")da: (305)

Tmin

w:yizmin

(min + y)Ae NI HTmin=Tmin) gy (306)

\8

Aye dy (307)

= Tmin +

HO“\g <

= Tmin + = (308)

i

Das Integral in der vorletzten Zeile hat man durch Analogie geldst, da es gleich dem Erwar-
tungswert einer F/(\)-Verteilung, also gleich % ist. Da nach wie vor E(X) = % erhilt man
durch Vergleich

1 1 - Q
T U G S 309
(f) (i) Schwacher Verkehr: \; = @ = 1, A} = 1.01695: Kaum ein Unterschied.
Starker Verkehr: Ay = Q2 = 30, 5\2 = 60: Unterwschied um Faktor zwei!
(ii) Median der urspriinglichen Verteilung (vgl. Teil (b)):
In2 In2
Fl@)=1-e™=05 = x05= DT = % (310)
Median der modifizierten Verteilung:
—AME—Tin) =~ In2

Mit Zpin =18, Q1 =1/(60 s), Q2 =1/(2 s) ergibt sich

In 2

Q=0Q1=1/(605) = z05= 1/11% — 41.6 s = 0.693 min, o5 = 41.9 s = 0.698 min
(312)

Q=Q:=1/(25) = z05=1.39 s = 0.0231 min, o5 = 1.69 s = 0.028 min
(313)

also ebenfalls nur beim hohen Fluss ein deutlicher Unterschied.
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Losung T.3.5

(a) Sei X die Verspitung (in Minuten) des ersten Zuges der zweiten Verbindung.

e Die Ziige fahren entweder piinktlich oder verspétet ab, nicht jedoch verfriiht, so dass
P(X <0) =0, also F(x)=0 fiir z < 0.

e 62% aller Ziige sind piinktlich: pg = P(X =0) = P(X <0) = F(0) = 0.62.

e Die Verspitungszeiten der restlichen 1 — pg = 38% verspiiteten Ziige gehorchen einer
Exponentialverteilung mit Parameter A = 1/10 (da E(z) = p = 1/A = X = 1/u):
P(X < z|X > 0) = F(z|X > 0) = 1 —e~**. Damit gilt fiir die unbedingte Verteilungs-
funktion P(X < z) = F(z) =po+ (1 —po) (1 — ™) = po+1— e — py+poe** =
1— (1 —pole .

Damit insgesamt

0 z <0
Fla) = {1 —(1—po)e™™* x>0. (3149

Die Wahrscheinlichkeit, den Anschluss zu verpassen, ist also gleich

Po=P(X>T7)=1-Plz<T7)=(1—pye "1 =0.38 ¢ 7 = 0.189. (315)

(b) Die tatséchliche Reisezeit Y (in Minuten) setzt sich aus der Fahrplan-Reisezeit yo und der
Verspétungszeit X zusammen (nur letztere ist eine Zufallsvariable!)

e Verbindung 1, Fahrplan-Reisezeit yg; = 261@ Die Zufallsvariable Y7 = y91 + X hat die
Verteilungsfunktion

0 Yy < Yo1

316
1 _ (1 _po)e_)‘(y_ZJOl) Y 2 Yo1- ( )

Fi(y) = F(y —yo1) = {

mit A = 0.1 und pg = 62%.

e Verbindung 2: Da die Anschlussziige nach Voraussetzung immer piinktlich abfahren,
gibt es nur zwei mogliche Werte der Gesamtreisezeit Ys: Yo = yp2 = 279 mit der
Wahrscheinlichkeit 1—p, = 0.811 dafiir, dass man den Anschluss erreicht, und Y5 = 800
(die Differenz zwischen 8:15 am Folgetag und 18:55) mit der Verpass-Wahrscheinlichkeit
Py = 0.189. Insgesamt also

0 y < 279
By)=<1—p, 279 <y <800 (317)
1 y > 800.

(c) Es sei nun X; die Verspétung des ersten Zuges und X, die Verspitung des Anschlusszuges,
welche beide derselben Verteilung

0 z <0

318
1—(1—po)e ™ >0 (318)

Fpi(z) = Fypo(z) = F(x) = {

34h - 60 min/h + 21 min = 261 min
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gehorchen. Der Anschluss wird erreicht, falls die Differenz Z = X7 — X5 kleiner oder gleich
7 (Minuten) ist. Dies ist mit der Wahrscheinlichkeit

Pa=P(Z<T7)=P(X1 - X2 <7) (319)

der Fall. In der Formelsammlung findet sich die Formel fiir die Dichtefunktion der Summe
zweler unabhéngiger Zufallsvariablen. Diese kann man anwenden, wenn man Z = X; +
(—X2) = X1 + X3 schreibt, wobei f3(z) = fa(—2):

fz(z) = /_OO fi(x) f3(z — z)dx = /_00 fi(x) fa(x — z)dx (320)

und damit
7
pa=P(Z<T7) = / fz(z)dz. (321)

Ausrechnen mit dieser Formel wiirde Differenzieren sowie zweimal Integrieren erfordern, ist
aber nicht verlangt.
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Losung T.3.6

(a)

48

Sei X die Schwangerschaftsdauer in Tagen. Da die GauBverteilung N (j,0?) symmetrisch
ist, gilt fiir o direkt die “Naegelesche Regel”:

p=E(X) = 280. (322)

Nach Angabe in der Aufgabenstellung gilt
P(279.5 < X < 280.5) = F (280.5) — F (279.5) = 0.04, (323)
oder mit der Standardnormalverteilung ®(z) mit Z = (X — u)/o und F(—z) =1 — F(2)
0.04 = B(2) — B(—z) = 2B(2) — 1, baw. &(z) = 0.52. (324)

Aus der Quantilstabelle ergibt dies zg.52 = 0.0502. Vergleich man dies mit der Definition
Z = (X —p)/o, ist also der Wert von o gesucht, bei dem ein z-Wert von 0.0502 einen halben
Tag Abweichung vom Mittelwert u entspricht, also

 X—p 05

= = 10.0. 325
7T T T 00502 (325)
Mit o = 10 (Tagen) entspricht einer 3 Wochen zu frithen Geburt einem z-Wert von zp, =
Xop _ (2802202380 _ 9 1 Damit
g

P(Frithgeburt) = P(Z < zpg) = ®(—2.1) = 1 — ®(2.1) = 1 — 0.9821 = 1.79%.  (326)

Da das Kind zum errechneten Termin, entsprechend Z = 0, noch nicht da ist, muss offen-
sichtlich Z > 0 sein. Da es nach Angabe keine Anzeichen einer unmittelbare Geburt gibt,
bleibt die Form der Verteilung fiir z > 0 unverédndert, aber natiirlich kénnen keine negativen
Werte vorkommen, es gilt also

P(X <0):=G(0) =0. (327)

Wegen der unverénderten Form wird daher die “linke” Seite der Dichtefunktion nach rechts
“umgeklappt” und damit die Verteilungsfunktion G(z) fir X unter der Bedingung X > 0
gegeben durch

X—p
g

G(X) =28(z) — 1 =2 < > —1 fir z>0. (328)

Zwei Wochen nach dem errechneten Termin, also fiir z = (14 — 0)/10, gilt daher
P(X < 280 + 14| X > 280) = 20(1.4) — 1 = 2-0.9192 — 1 = 83.8%. (329)

Das Kind wird also nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 83.8 % in den néchsten zwei
Wochen nach dem Naegeleschen Termin geboren, die Verwandten kommen also mit einer
Wahrscheinlichkeit von 16.2% umsonst. Fiir die unbedingte Wahrscheinlichkeit gilt iibrigens
P(X <280+ 14) = ®(1.4) = 91.9%.
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Losung T.3.7

(a) Verteilungsfunktion fiir die Wartezeit x in Sekunden bei zufélliger Ankunft: Die Vertei-
lungsfunktion F'(x) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Wartezeit kleiner oder gleich
x Sekunden betrégt.

e Offensichtlich kann  nur > 0 sein. Deshalb F'(z) = 0 fiir z < 0

e Mit der Wahrscheinlichkeit py = 30/90 = 1/3 erreicht der FuBgéinger den Ubergang bei
griilner Ampel, muss also nicht warten (z = 0). Also F'(0) = 1/3.

e Die maximale Wartezeit betrégt 60 Sekunden, deshalb F(x) =1 fiir z > 60.

e Falls der Fulgéinger warten muss, ist wegen der zufiilligen Ankunft die Wartezeit zwi-
schen 0 und 60 Sekunden gleichverteilt mit der Dichte f(z) = 2/3-1/60 (die 2/3
kommen daher, da der Fugénger nur mit dieser Wahrscheinlichkeit {iberhaupt warten
muss, also F'(60) — F(0) = 2/3). Damit ist fiir 0 < z < 60 die Verteilungsfunktion

gegeben durch
1 T

F(z)=-+4+—.

() 3 + 90 (330)

(b) Zu betrachten: 2 - 200 = 400 Uberquerungen. Bedingungen des Zentralen Grenzwertsatzes
(ZGWS) (nicht verlangt!)

e Unabhéngig: Da es sich um einen reinen Fuliweg handelt, hingt die Ampelphase bei
Erreichen nicht von irgendwelchen Synchronisationen (“Griine Welle”) ab. Abgesehen
von dem Fall, dass der Fufigéinger die Ampel an jedem Tag minutengenau zur selben
Uhrzeit erreicht, ist auch eine mogliche Kopplung an die Uhrzeit (welche ihrerseits die
Ampelphase bestimmen konnte) ausgeschlossen. Die 400 Zufallsereignisse “Wartezeit
X; bei Uberquerung ” sind also unabhiingig.

e Endliche Varianz. Da die Varianz nie grofler als die Spannweite R zum Quadrat sein
kann, ist mit R = 60 diese Bedingung erfiillt.

e Die grofite Einzelvarianz darf hochstens 1/30 der Gesamtvarianz sein. Dies ist bei 400
identisch verteilten Summanden (i.i.d, independent, identically distributed variables)
mit Beitrdgen von jeweils 1/400 der Gesamtvarianz der Fall.

Der ZGWS sagt aus, dass die Gesamtwartezeit

400
Y =Y X;~ N(uy00) (331)
=1
mit
ft =400, o, = 40007 (332)

Berechnung von Erwartungswert y, und Varianz o2 der Zufallsvariablen X;: Hier muss man
beriicksichtigen, dass X sowohl diskrete als auch stetige Anteile hat:

e Mit der Wahrscheinlichkeit pg = 1/3 ist X =0,
o Fiir 0 <z <60 ist X gleichverteilt mit der Dichte f(z) = 1/90.

Erwartungswert:
60
11 ,]% 1227% 1 1
+=po-0 de= |- —2?| =|—| =-—-60>--—-0>=20. (333
Hae =P +/$f(x)x [2 9040 [180}0 180 180 (333)
0
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Alternativ anschaulich: Mit Wahrscheinlichkeit 1 — pg = 2/3 muss gewartet werden, und
zwar im Mittel 30 Sekunden, also u, = % - 30 = 20.

Varianz:
60
11 4% 23 1% 21 600
2 2 2 3 2
= de—pu: = |- — —20° = |—| —400= —400 = 400. (334
Oa /x f@)de = [3 90" ]0 [270]0 270 (334)
0
Damit ist die Gesamtwartezeit
Y ~ N(20-400,400 - 400) = Y ~ N(8000, 4002). (335)

(c) Wahrscheinlichkeit fiir eine Wartezeit groBer 2 h = 2h - 3600s/h = 7200s (Y > 7 200):

7 200 — 8 000
P(Y >7200)=1— F(7200)=1—® <400> (336)
—1-B(—2) =1 (1—®(2)) = B(2) = 0.9772. (337)
Wahrscheinlichkeit fiir eine Wartezeit kleiner 2 1/2 h (Y < 9 000):
9 000 — 8 000
P(Y < 9000) = F(9 000) = ® <400> — B(2.5) = 0.9938. (338)

50 http://vos.vkw.tu-dresden.de


http://vos.vkw.tu-dresden.de
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Losung T.3.8

(a)
P(X >100) =1 — P(X <100) =1 — F(100) = 100~® = 0.631%

(b) Gesucht ist das 99.9% Quantil z¢.gg9. Die Gleichung fiir das Quantil z, lautet:

q=0.999

PX <z)=Flz)=1-a;=q =" z,=(1-q) Y*=534.

q

(c¢) Mittlerer Umsatz pro Buch:

T = /xf(x)da; = /ooa:F’(x)dx
1

(@) (o)

= a/:z::z:alda: = a/:vadx
1 1
«a

1—a]°° _ -

(d) Das Integral ist wie das des Mittelwertes, nur mit variabler oberer Grenze:

P(x) = ]w'f(x')dw’ / 7:E'f(a:')dx’
1 1

— [xllfa]glf/ [xllfa]io -1 ‘rlfa.

(339)

(340)

(341)

(342)

(343)

(344)

(345)

P(z) gibt den Anteil des Gesamtumsatzes an, welcher von Biichern mit Einzelumsatz kleiner

oder gleich x (aber nach Voraussetzung > 1) erzeugt wird.

(e) Da P(z) den Umsatzanteil aller Biicher mit Einzelumsatz zwischen 1 und x angibt, ist der

Anteil hier durch

A= P(100) =1—-100'"% =1 - 100! = 36.9%.

(346)

gegeben (Ohne die explizite untere Grenze kénnte man auch A = P(100) — P(1) berechnen,

mit demselben Ergebnis)

Hinweis: Falls Sie Teil (d) nicht gelést haben, verwenden Sie P(z) =1 — x!7
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4 Induktive Statistik
Losung T.4.1

(a) Schitzer: Es sei X die Geschwindigkeit in Metern pro Sekunde:

16
1
=T = — ; = 1.526 347
ST z}"” ’ (347)
1 n 1 16
52 = =2 = a2 L
O =TT ;@7 1)’ =1 ;(m 7)% = 0.846, &= 0.920. (348)

(b) Kolmo-Test: Die Realisierung d der Test-Statistik D des Kolmogorow-Smirnow-Tests ist
durch den maximalen vertikalen Abstand max, (|F(z) — Fy(x)|) der empirischen Verteilung
beziiglich der Hy-Verteilung gegeben. Aus der Abbildung der Aufgabenstellung liest man
ab: z.B. bei F(z) = 0.9 und Fy(x) = 0.55, damit ergibt sich d = 0.35 (d = 0.4 wiirde auch
gehen, ebenfalls d = 0.3 mit falscher Schlussfolgerung).

Das 1 — a Quantil d,, ;o der D-Statistik ist fiir @« = 5% und n = 16 nach der Vorlesung
angendhert gegeben durch

¢(0.05) B 1.358
Vn+0.1240.11/y/n /16 +0.12 4+ 0.11/4/16

do.95,16 = =0.33. (349)

Also kann Hy abgelehnt werden, wenn auch knappﬁ siehe Abbildung (die nicht verlangt
war).

PR - o g e
oL ,_l' @ ‘ Schwellwerte =« ]
0 1 2 3 4 5
Geschwindigkeit (m/s)

Empirische Verteilung

(c¢) Ausreifler Der Fuligénger mit © = 4.8 m/s (etwa 17 km/h) war ein Jogger (cher sogar ein
veritabler Laufer). Da die Bemessung von Ampel-Freigabezeiten sich nach den langsamsten
Fuflgéingern richten sollte, ist der Liufer offensichtlich irrelevant und sollte, ja muss aus den
Daten eliminiert werden ]

Nach Eliminierung bekommt man folgenden Kolmo-Test (nicht verlangt):

4Falls man bei einer falschen Schétzung von d eine andere Schlussfolgerung bekommt, die Schlussfolgerung aber
an sich logisch richtig ist, ergibt das volle Punktzahl.

STronischerweise wiirde die Beriicksichtigung des Joggers sogar zu einer lingeren, wenn nicht gar negativen
Mindestfreigabezeit fithren.
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0.8

0.6

. Empirische Verteilu|r_1|g 7
] Ve g o
0 TR B 5 - SChyVe”Wel'te TRTRTRT

0.5 1 15 2
Geschwindigkeit (m/s)

(d) Perzentile der Geschwindigkeiten: Hierzu benttigt man die Quantilstabelle der Stan-
dardnormalverteilung. Hier ist bei Giiltigkeit von Hy Z = (X — 1)/6 ~ N(0,1) standard-
normalverteilt, also

Z0‘9:i2816

oo = fL+ G20 1.31 % +0.289 % = 1.680, (350)

20,9:2.3263

T0.99 = [t + G20.99 1.982. (351)

(e) Perzentile der Uberquerungszeiten:2 Die Uberquerungszeit Y = b/X mit b = 10 m
ist micht normalverteilt: Dies gilt zwar fiir Summen, Differenzen und Linearkombinatio-
nen, aber nicht fiir nichtlineare Funktionen (beispielsweise ist Z2 ~ x2(1) verteilt). Fiir auf
Quantile basierte Untersuchungen ist dies jedoch egal. Da die Funktion Y (X) streng mono-
ton fallend ist, kehren sich die Quantile allerdings um: Die gréfite Geschwindigkeit fithrt zur
kleinsten Uberquerungszeit, also

b b b

= —— = —— (352)
T1-q B+ 0z1-¢ = 0zg

Yq =

Die letzte Umformung ist nétig, da nur Quantile ¢ > 0.5 in der Quantilstabelle aufgefiihrt
sind. Also hier (Uberquerungszeit-Quantile y, in Sekunden):

L 10 m — 10.64 (353)
P o 1312 0289 .12816
b
Yo.99 = ———— = 15.68. (354)

H— 020.99
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Losung T.4.2

(a) Miinchen — Hamburg;:

6 6
1
F— o — _ 2 —
=5 Z =7108, G=s5=,|c Z )2 =101.4 (355)
Hof-Plauen:
1L 1L
62 =2208, 6=s5= 52 z; — %)% = 46.6 (356)
=1 =1

(b) Wegen des unbekannten wahren Mittelwerts muss mit den Quantilen der ¢-Verteilung an-
stelle der (implizit der Fahrgastzahl zugrundegelegten) Gaufiverteilung gerechnet werden.
Die Gesamtzahl my;y;, der Billigtickets wird so bestimmt, dass beim 90. Perzentil xg 9 der
regulédren Ticketzahl die Fahrgastzahl

Y = X + myiig (357)
gleich der Sitzplatzzahl m des Zuges ist, also
0.9 + Mpillig = M. (358)

Das 90. Perzentil zgg9 von x ldsst sich durch das entsprechende Quantil t((fg der Student-t-
Verteilung (X — z)/S ~ T'(5) ausdriicken:

T+ s téi))o + Mpiliig = M (359)

und damit schliefflich die Zahl der anzubietenden Billig-Fahrkarten:

(360)

_ (5) 950 — 710.8 —101.4-1.476 = 89 Miinchen — Hamburg
Mpillig =M — T — S ty g9 =
360 Hof — Plauen

(Hier wurden zur Sicherheit die Billigticket-Zahlen immer auf ganze Werte abgerundet.)

(¢c) Wegen der hinreichend grofien Umfinge n = 52 > 30 und m = 36 > 30 der Stichproben vor
und nach Einfiihrung der Billigtickets kann hier mit der Gauf3-Statistik gerechnet werden.
Da es sich um nicht verbundene Stichproben handelt (unterschiedliche statistische Einheiten
in den beiden Stichproben), kommt der entsprechende Test unverbundener Stichproben zum
Einsatz. Die Test-Statistik lautet

Yy - X
Z=—1_=_ (361)
52 53
VI
= te_Fta  N(0,1). (362)

]

3
G

Die Realisierungen fiir die beiden Verbindungen mit den in der Aufgabenstellung angegebe-
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nen Zahlenwerten fiir die beiden Schitzer von p und o2 sind

% = —2.08 Miinchen — Hamburg
z = 53 T35 (363)
3.50 Hof — Plauen

Miinchen — Hamburg: Die Abnahme ist zur Fehlerwahrscheinlichkeit « signifikant, falls
z < —21_q = Zq oder, unter Beriicksichtigung, dass die Quantilsfunktion die Umkehrfunk-
tion der Verteilungsfunktion ist:

P(z) <« (364)

bzw. mit der Tabelle der Standardnormalverteilung;:

a>®(z)=1-d(—2)~1—®(2.1)=1-0.9821 = 0.018 = 1.8% (365)

Hof-Plauen: Die Zunahme ist zur Fehlerwahrscheinlichkeit « signifikant, falls z > z1_q4,
also
Pz)>1—« (366)

bzw. mit der Tabelle der Standardnormalverteilung;:

a>1-®(z)~1—®(3.5) = 0.0002 = 0.02% (367)

Alternative L6sung:

Den Wert z der Gaufl-Statistik direkt mit der Maschinerie der Tests auf Ungleichheit be-
handeln.

Miinchen — Hamburg: Man kann Hypothesen nur verwerfen, nicht aber annehmen, des-
halb muss man das Gegenteil als Nullhypothese annehmen, also hier, wo man eigentlich
wissen will, ob die Fahrgastzahl signifikant abgenommen hat (g < pq), der Test auf “>":

i H0: e > Ha
Test-Statistik nach Gl. 361l
Realisierung aus den Stichproben: z = —2.08

Entscheidung bei o = 1%: Nullhypothese ablehnbar, falls z < 2, = —21_o = —2.33.
Dies ist nicht erfiillt, also ist Hy nicht ablehnbar.

Hof — Plauen:

Hy: pe < p1q (genau andersherum als bei Miinchen — Hamburg!)
Test-Statistik nach GI. 361l
Realisierung aus den Stichproben: z = +3.50

Entscheidung bei a@ = 1%: Nullhypothese ablehnbar, falls z > z;_, = 2.33. Dies ist
erfiillt, also ist Hy ablehnbar und damit das Gegenteil davon, also eine Abnahme der
Fahrgastzahlen, signifikant.
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Losung T.4.3

(a)

56

Erwartungswert-Schitzung bei unbekannter Varianz =- t-Statistik.

Mittelwertschétzer: )
T= Z x; = 97.75 (368)
T

Varianzschétzer: )
52 = - (z; — )% = 2.417. (369)
7

Quantil der Student-Statistik aus der beigelegten Tabelle:
n—1 3
tg—a/)Q = t(().375 = 3.182 (370)

(n—1)

Das Konfidenzintervall wird wie folgt berechnet: 1 € £+ % Halbe Breite des Konfiden-
zintervalls ist also: (n-1)

ne
St o2 3.182-1/2.417

Ao =—T1 Vi

—2.473 (371)

Konfidenzintervall:
K, = [T — Az, T + Az, = [95.3,100.2]. (372)
Statistischer Test auf Ungleichheit.
a) Nullhypothese Hy: p > pg = 100 (“Im Zweifel fiir den Angeklagten”)
b) Test-Statistik: T = /<=4 ~ T(n — 1) = T(3)

)
¢) Realisierung aus der Stichprobe: t = 2% = —2.895
)

d) Testentscheidung bei o« = 5%: Hy abgelehnt, falls t < —t(ln__al) = t((fgg) = —2.353 = Hj
abgelehnt.

Das Konfidenzintervall ist nur zu einem symmetrischen Test dquivalent. Der asymmetrische
Test auf Ungleichheit ist jedoch schérfer, da die Fehlerwahrscheinlichkeit ganz fiir eine Seite

zur Verfiigung steht, also kein Widerspruch. (Konsistent dazu wiirde man einen zweiseitigen

Test nicht ablehnen kénnen, da |¢t| < t(()?gm)

Hier muss das Kriterium der Ablehnung grenzwertig erfiillt sein, also
t=—t¥  brw. —t=1t? (373)

Um daraus « zu erhalten, wird auf beiden Seiten die Umkehrfunktion der Quantilsfunktion,
also die (kumulierte) Verteilungsfunktion F®) der Student-3-Verteilung selbst, angewandt:

FO(—t)=1-a =a=1-F®(—) (374)

Aus der Grafik der Aufgabenstellung ergibt sich fiir die Kurve “n = 3” mit dem Wert
t = —2.8 der Aufgabenstellung der Wert

1—-FO(—t)=1-F®(28) =1-097=0.03 = a=3% (375)
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Fiir den wahren Wert ¢ = —2.89 ist 1 — F(3)(—¢) und damit die Grenze fiir a etwas geringer,
etwa 2.7% (jeder Wert zwischen 2% und 3.5% gibt volle Punktzahl)

Grenzwert Z. fiir den empirischen Mittelwert, bei dem die Nullhypothese u > pg = 100
gerade noch bei a = 5% angenommen wird:

e s 2353 VAT
c = Ho 0.95 NG /1

Da der wahre Mittelwert u = 98, gehorcht in Wirklichkeit aber nicht /n(X — pg)/S son-

dern \/n(X —p)/S der Student-Verteilung mit drei Freiheitsgraden. Die Nullhypothese wird

falschlicherweise nicht abgelehnt, falls X > Z., also

= 98.2 (376)

T \/ﬁX Te— \/198.171 —98

— 1
>t.=v/n =
e=Vn s V2.417

=0.22 377
= (377)
Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist (Ablesung wieder aus der Grafik der Aufgabenstellung)

B=P(T >t)=1-P(T <t.)=1—F3(0.22) =1-0.6 =40%. (378)

Also betrégt der Fehler zweiter Art in diesem konkreten Beispiel etwa 40%. (Im Extremfall,
falls g nur minimal kleiner als pq ist, kann der Fehler zweiter Art bis zum Wert 1 —a = 95%
steigen!)
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Losung T.4.4

(a) Nimmt man als Einheit ein Winkelgrad, ergeben sich die Varianzen der Messgrofien X1, Xo
und X3 aus den Standardabweichungen:

ol =03 =4, o%=16. (379)

Wie grof} ist die Standardabweichung des arithmetischen Mittels? Berechnung unter Aus-
nutzung der Unabhéngigkeit {iber die Varianz:

— _ n
Denn es gilt fiir V(X), wenn fiir X = 1 3 X; eingesetzt wird

V) =VE Y X (381)

= V(X (382)

_ % > Vi) (383)
= % > o? (384)
- %(4 +4+416) (385)
_ %4 (386)

Dabei wurden die Rechenregel V(aX) = a?V(X) und die fiir unabhingige X; giiltige Re-
chenregel V(X1 + X2) = V(X1) + V(X2) aus der Formelsammlung angewandt.

(b) Hier gilt es, die Varianz eines gewichteten Mittels wy X; + wo Xy + w3 X3 der Sensordaten
zu berechnen. Mit wy + wy + w3 = 1 und w; = we (Bedingungen aus der Aufgabenstellung)
kann man mit w; = we = w und w3 = 1 — 2w schreiben

X(w) =w(X1) + X2) + (1 — 2w) Xs. (387)

Offensichtlich gilt fiir beliebige w € [0, 1], dass der Schétzer X (w) erwartungstreu beziiglich
des wahren Winkels E(X) = 30 ist (nicht verlangt). Die Varianz verechnet sich wieder mit
den Rechenregeln fiir unabhéingige Zufallsgrofien aus der Formelsammlung:

V(X(w)) = w?(o? 4 02) + (1 — 2w)?02 = 8w? + 16(1 — 2w)>. (388)
Nun Minimieren beziiglich w durch Ableiten und Nullsetzen: Achtung: Kettenregel!!

4
V/(w) = 16w — 64(1 — 2w) =0 = wop = 5 (389)

58 http://vos.vkw.tu-dresden.de


http://vos.vkw.tu-dresden.de

Losung T.4.4 4 Induktive Statistik

Damit 4 41

(w1)opt = (w2)opt = 9’ (w3)opt =1 —2w=1-2- 9 9 (390)
Also werden die beiden “besseren” Messergebnisse X1 und X5 vierfach beziiglich der “schlech-
teren” Messung 3 gewichtet.

Der Wert der Varianz beim effektiven (varianzminimalen) Schétzer X (wopt) ist gegeben
durch

4 4 1 16 1 16
1% = (=) 4+ (=) 4+ (52 16=— -84 —-16=— 391
(wopt) = ()" -4+ (5)" -4+ () g1 8tar 9 (391)
und damit
16 4
O'(wopt) = 5 = g = 1.333. (392)

Die Standardabweichung reduziert sich also bei optimaler Gewichtung der drei Messergeb-
nisse von 1.63 auf 1.33 Winkelgrade.
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Loésung T.4.5

2

(a) Schitzung von Erwartungswert p und Varianz o aus der Stichprobe:

4

4
N 1 _
§4 1: X; =90, o2= 3 D} (X - X)? = 462.7. (393)
1=

=1

ﬂ:X:

N

Dabei ist bei der Stichprobenvarianz der Nenner n — 1 = 3 wichtig!

(b) Bei 200 Einladungen ergeben sich mit den Angaben der Aufgabenstellung fiir den wahren
Mittelwerte und die wahre Standardabweichung der Zahl der Absagen

p=200-045=90, o =200-0.10 = 20. (394)

Damit ist die Grofie

~ N(0,1) (395)

standardnormalverteilt. Damit

P(X <80)=P (Z < 802_090> (396)
= P(Z < —) (397)
_ @(—% - cp(%) 10691 = 0.309. (398)

(c) Im Gegensatz zu (b) werden hier keine bekannten Parameter y und o2 angenommen, son-
dern diese miissen beide aus der Stichprobe geschéitzt werden. Damit ist die ¢-Statistik und
nicht die Gaufl-Statistik fiir die Konfidenzintervalle Iy o5 der Absagen-Zahl zur Fehlerwahr-
scheinlichkeit o = 0.05 relevant:

t§3) /2'&
neX+ —H= 399
IS NG (399)
Inos = | X —t8) /v, X+t 6/v/n 400
0.05 0.0750/ V1, X + 109750 /v/1 (400)
Mit
t8) & /y/m=3.182- VA62.7/v/4 = 34.2 (401)
ergibt sich das Konfidenzintervall
In.o5 = [55.8,124.2]. (402)

Das Konfidenzintervall fiir die Absagequote ergibt sich durch Division mit der Zahl n = 200
der Einladungen:
Iquote,0.05 = [0.279,0.621]. (403)

(d) e Geschitzte Gesamtvarianz der Absagerzahl: o2 = 463.
e Varianz bei konstanter Attraktivitit bzw. konstanter Ablehnquote 6 = 45%:

ol = 2000(1 — 0) = 49.5 (404)

i
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Dies ist deutlich kleiner als die Gesamtvarianz, so dass der Grof3teil der Varianz nicht durch
statistische Schwankungen bei konstanter mittlere Ablehnquote zustande kommt, sondern
durch Schwankungen der Attraktivitit, d.h. der wahren Ablehnquote, iiber die Jahre.

Bei 350 Einladungen und 200 Plitzen droht Uberfiillung, falls die Ablehnquote unterhalb
von

-2 1
e LU Y (405)

Oc 350 350 7

liegt.

Nach Aufgabenstellung bleibt der Erwartungswert und die Varianz der Ablehnquote und
nicht der Zahl der Ablehnungen unabhingig von der Zahl der Einladungen. Es ist aus der
Aufgabenstellung nicht klar, ob man fiir die Verteilung der Quoten (i) die Annahme bei (b)

oder (ii) die Schétzer von (a) zugrundelegen soll. Deshalb werden sowohl die Variante (i) als
auch (ii) voll gewertet.

(i) Mit den Annahmen von Aufgabenteil (b) ergibt sich fiir die Ablehnquoten 6 ein bekann-
ter Erwartungswert von 6y = 455 = 0.45 und eine Standardabweichung von oy = 0.1
und damit bekannte Varianz O'g = 0.01. Damit ist

6—6,  6—6

Z = = N(0,1 406
standardnormalverteilt und es gilt
0. — 6
P(H<6,)=P (Z > = 0) (407)
0
42-04
—P(Z< (00105)) — P(Z < —0.3) =1 —®(0.3) = 1 — 0.6179 — 0.382.

(408)

(ii) Mittelwert und Varianz geschétzt wie in Teil (a). Dann wird Z durch die Zufallsvariable
T5 ~ T(3) (t-Statistik mit 3 Freiheitsgraden) ersetzt und anstelle P (Z > (6. — 6p)/0.1)
hat man die Wahrscheinlichkeit fiir Uberbelegung gegeben durch

P(Ts< be = 11/200)) _ P(Ts < (0.42 — 0.45)/0.1075) (409)
&/200

= P(T5 < —0.278) = 1 — P(T3 < 0.278). (410)

Vergleich von P(73 < 0.278) mit der Quantilstabelle fiir 3 Freiheitsgrade ergibt bei
einem Quantil ¢ = 0.6 einen Quantilswert, welcher nahezu gleich der Grenze 0.278 ist:
t((f()j = 0.277. Da allgemein P(T3 < tg?’)) = ¢, ist hier P(T3 < 0.277) = 0.6. Damit ist

die Wahrscheinlichkeit fiir Uberbelegung gegeben durch

P(Uberbelegung) = 1 — P(T3 < 0.278) ~ 1 — P(T3 < 0.277) = 0.4. (411)
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Losung T.4.6

(a) Ein Schétzer ist

e erwatungstreu, wenn E(i) = p

e konsistent, wenn lim,,_, 5 i = p, also je grofler die Stichprobe, desto kleiner die Varianz

o cffizient, wenn V(1) minimal im Vergleich zu allen anderen Schétzern

Tabelle:

Schéatzer erwartungstreu konsistent effizient

fi1 j J ]
fe2 n ] n
3 i J n
flg ] n n
Unter Ausnutzen der Beziehungen
E(aX +bY) =aFE(X)+bE(Y) und

V(aX +bY) = a*V(X) + b*V(Y) + 2ab Cov(X,Y),

wobei die Kovarianz Cov(X,Y’) = 0 angenommen werden kann, erhélt man:

E(fn) = u,
n
E(i) —
(fi2) = —— 1,
E(ﬂ?)) = K
E(fi4) = p,
Ausfiihrlich:
(i) fi1 = %ZZ Zg
E(jn)

(i) fio = ﬁ Zz T

62

V(i) =—

n

n02

Vpz) = n—1)y

9252
V(jis) = Z 2
Vi) = C (1+31559+16) _ 31%
EASw) Vi) =V
RRAONED) = 2V (@)
% Db = n12 >i0°
Lon. — # ‘- o2
7 = 1o2

http://vos.vkw.tu
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E(fin) =BG Yw) Vi) =V )

— L B(Y, ) = eV (i)
— L .3 E(w) = ooz i V(i)
= T iH = G i

= aog M = w0

= 2. B(N7 ) = AV(ZE )
= 2.7 B(a,) =457 V()
=250 — A%l ol
=2-%-u =z 50
=u = 252
(iv) fu = 15 2imy - i
E(jis) = B(& i) V(i) = V(i Timai i)
=45 E(CL i) = 100V (it 74)
= 15 - i1 1B (xs) = 100 L1 82 V(@)
=15 Liiiop = 105 Lic1 1 07
— L (1424344 p = 155 - (12 +2% + 3% + 4%)0°
=p = 150”

(b) Die Tabelle:

Schiitzer | erwartungstreu | konsistent | effizient
62 n j n
o3 j j j
o3 j j n

E(62) = 0% E(63) =0 E(62) =0 (418)
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Loésung T.4.7

Nullhypothese: Anteil der Kfz-Besitzer in der Grundgesamtheit hédngt nicht von den Studi-
enfichern “Wirtschaft” bzw. “Biologie” ab.
Test-Statistik:

B Ko p Ee Ko pia )2
Q=D > (I —n=n(=1+> > 25 0) ~yP(m) (419)
i=1 j=1 hij i=1 j=1 (i) h(y;)
Die Freiheitsgrade m lassen sich wie folgt berechnen: m = (K, —1)(K, —1) =(2-1)(2—-1) =1
’ Fach ‘ Anzahl in Stichprobe ‘ Anzahl Kfz-Besitzer H > ‘
Biologie 234 87 321
Wirtschaft 789 401 1190
> \ 1023 \ 488 | 1511 |
2342 877 7892 4012
= 1511 (-1 42
g =1511- (=1 + 1023 - 321 + 488 - 321 + 1023 - 1190 * 488 - 1190) (420)
=1511- (—1 4 1.0033) (421)
=5.03 (422)
Alternativ
Vierfeldertest mit a = 234, b = 87, ¢ = 789 und d = 401:
n(ad — bc)? 9
= arverdarapra "X W (423)
Auswertung mit n =a+ b+ c+d = 1511:
q = 5.03. (424)

Da das 95% Quantil q(()_135 = 3.84 < q ist, ist die Nullhypothese bei einer Fehlerwahrscheinlich-
keit von 5% abzulehnen.

Da q(()‘lg% = 5.024 = q, ist die Grenz-Fehlerwahrscheinlichkeit, bei der man die Nullhypothese
gerade noch ablehnen kann, durch o = 2.5% gegeben.
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Losung T.4.8

(a) Lineare Regression unter Verwendung der angegebenen ZwischengréBen = 1996.5, y =
0.6625 und s2 = 20.25 sowie der berechneten Summe Z?Zl x;y; = 5290.13

b= (425)
> Tiyi — nTY
L (426)
5290.13 — 4 - 1996.5 - 0.6625
= 42
15944130 — 4 - 1996.52 (427)
—0.595
= —0.007346 (429)
sowie
y=a+bx (430)
a=719y—bT (431)
= 0.6625 — (—0.007346) - 1996.5 (432)
= 15.328 (433)
und daraus die Regression:
g(z) = 15.328 — 0.007346. (434)
Prognose fiir 2008:
7(2008) = 15.328 — 0.007346 - 2008 = 0.5772 (435)
(b) Einseitiger T-Test mit Hy : By > 0, n = 4 und der Testvariable:
h—
7= =P Ti_o(n —m). (436)
%
dabei sei Sy = 0 und damit T = \/lLQ. Des Weiteren ist 02 = n”ég. Wird diese in die
Gleichung fiir die Testvariable eingesetztl;, dann erhalten wir
b
ty = - (437)
nggg
2-b- 8y
- URS (438)

Die Residualvarianz berechnet sich
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1 N
of = —" > (i — (i) (439)
1
=5 0.0015043 (440)
= 0.000752. (441)
Damit ist
2. (—0. 46) - +/20.2
ty = (~0.007346) 0.25 = —2.411. (442)
+/0.000752
Die Nullhypothese “OV-Wegezahlen sinken nicht” kann nicht abgelehnt werden, falls
ty > 112, = ~1%; (443)
—2.41 > —2.920 (444)

Dies ist eine wahre Aussage = man kann nicht auf eine sinkende Wegezahl schlieflen!

(c¢) Konfidenzintervall bei 10% Fehlerwahrscheinlichkeit fiir die Prognose 2008:

y(2008) € [(2008) — A(2008), §(2008) + A(2008)] (445)

2_@ 1 (xz —7)?

o5 = n + 2 (446)
0.0007522 2008 — 1996.5)?
_ i+ ) (147)
2 20.25

= 0.001032. (448)

Damit ist unter Verwendung von tﬁ)a /2 = t((f%5 = 2.920
A(2008) = v0.001032 - 2.920 = 0.0938. (449)

und somit fiir das Konfidenzintervall

7(2008) + A(2008) = 0.5772 4 0.0938 = 0.6710 (450)
7(2008) — A(2008) = 0.5772 — 0.0938 = 0.4834. (451)
y(2008) € [0.483,0.671] (452)

(d) Bei der lingeren Zeitreihe erstrecken sich die Datenpunkte in die frithere DDR hinein. Durch
die Umwélzungen zur Wendezeit ist sicher die Annahme der Homoskedastizitéit (die Varianz
der Abweichungen der einzelnen Datenpunkte von der Regressionsfunktion ist konstant)
und damit eine der Annahmen der Konfidenzintervall-Schéitzung von Regressionsfunktionen
nicht erfiillt. (die Erw&hnung der Wende allein reicht zur Beantwortung dieses Teils).
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Losung T.4.9

(a) Kolmogorow-Testvariable:
D= max | Femp(z) — Fo(x)] (453)

Da bei Einzelwerten, im Ggs zu klassierten Daten, die Verteilungsfunktion Fep,,(x) eine
Treppenfunktion ist (vgl. Plot), ergeben sich an jeder “Stufe” zwei Moglichkeiten fiir das
Maximum: Am unteren und am oberen Rand der Stufe:

D= i:fﬁ?;{:o,l |Fifj - Fo(l‘l)| (454)
Berechnen von F'(z;) mittels der kummulierten relativen Haufigkeiten mit ) x; = 4-z = 5.98
und damit z.B. F(z1) = f(z1) = 1.45/5.98 = 0.25 und F(z2) = f(z1) + f(z2) = 0.25 +
1.48/5.98 ~ 0.25 + 0.25 = 0.50 usw. Soiehe dazu auch den Plot.

1 »
e

0.8

v

F(z)

0.4
Aus der Stichprobe
» Nullhypothese
0.2
o
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Um die Verteilungsfunktion der Nullhypothese zu ermitteln, verwendet man die Tabelle der
Standardnormalverteilung ®(z) = benotige die Werte z; = (z; — u)/o der Werte der stan-
dardnormalverteilten Zufallsvariablen Z an den Stellen z;, so z.B. (1.45—1.495) /4/0.002167 =
—0.97.

Arbeitstabelle der nach steigenden Werten geordneten x;:

1]1.45] 0.25 [ -0.97 0.17 0.08= [0.25 — 0.17] | 0.17= [0 — 0.17[*

21148 | 0.50 | -0.32 0.37 0.13 0.12| = 0.25 — 0.37]
31149 075 | -0.11 0.46 0.29 0.04| = 0.5 — 0.46|
41156 | 1.00 1.40 0.92 0.08 0.17| = 0.75 — 0.92|

*unterer Rand der Stufe

z; ldsst sich in der Tabelle fiir Standardnormalverteilungen nachschlagen und dann als
Fo(z;) = ®(z;) in der obigen Tabelle eintragen. Ist jedoch der Wert von z; negativ, muss wie
im 1. Fall 1 — ®(z;) =1 —0.83 = 0.17 berechnet werden. Also liegt das Maximum bei

D =0.29 (455)

Nullhypothese kann nur verworfen werden, falls

c ca=1.358

(07
Jn+ 012+ 0.11/\/n

D > d0.05 =

0.62. (456)
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Dies ist nicht der Fall, also Hy nicht verwerfbar (und damit der nur bei Gaufverteilung
giiltige t-Test und y2-Varianztest zumindest plausibel).

(b) e Nullhypothese Hy: p > po = 1.5
e Testvariable: '~ T'(n — 1) (Student-Verteilung mit n — 1 = 3 Freiheitsgraden)

e Realisierung:

T — o 1.495 — 1.5
t = n= V4 = —0.215. 457
s v v/0.002167 (457)

e Quantil zu Fehlerwahrscheinlichkeit o = 5 %: tggg) = 2.353

e Testentscheidung: Hy angenommen, falls

t > —t(():zg) Wahre Aussage = Hj angenommen bzw. kann nicht abgelehnt werden.
(458)

(c) e Nullhypothese: 02 < 03 = 0.05
e Testvariable: Q ~ x%(n — 1) = x?(3)

_ 2
(n—1)s® _ 3.0.002167 __ 26

e Realisierung aus der Stichprobe: ¢ = “——~— = =575~ =
2 .

e Entscheidung: Hy angenommen bzw. nicht abgelehnt werden, falls ¢ < q(()?35 = 7.8. Dies

ist der Fall!
(d) (i) Mittelwerttest mit komplementiirer Nullhypothese Hy : p < 1.5

Testvariable und Quantil wie oben, Testentscheidung: Hy angenommen, falls

t < +t(()‘25 also 0.215 < 2.353 Wahre Aussage = Hy angenommen! (459)

(ii) Varianztest mit komplementirer Nullhypothese Hy : o > oo = 0.05%.
Testvariable wie oben, wegen der unsymmetrischen y2-Verteilung wird aber explizit
das 5%-Quantil bendtigt: ¢\ = 0.35

Testentscheidung: H, angenommen, falls

q > —i—qéz_gg, also 2.6 > 0.35 Wahre Aussage = Hj angenommen! (460)

Also werden auch die komplementéren Nullyhpothesen nicht verworfen, d.h. der Mittelwert
kann sehr wohl (mit einer Wahrscheinlichkeit weit oberhalb 5%) unter 1.5 und die Varianz
oberhalb 0.052 liegen!
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Losung T.4.10

(a)

(b)

Tortendiagramm (ein qualitatives Diagramm mit in etwa den richtigen Grienverhéltnissen

ist OK)

zu FuB

Fahrrad

S-Bahn

StraBenbahn
Mitfahrer

Motorrad

Da der Stichprobenfehler fiir Anteilswerte 6 proportional zu 6(1 — 6) ist, ist der grofite
Fehler fiir den Anteil zu erwarten, welcher am néichsten an 50% liegt. Dies ist fiir den Anteil
01, an PKW-Fahrern mit dem Stichprobenergebnis f; = 0.43 der Fall. Bestimmung des
Stichprobenumfangs aus der Konfidenzintervall-Formel fiir den Anteilswert (oder dem Test
des Anteilswertes auf 0y = f1):

0 € fiEz_qm fl(ln_fl) (461)

Nach Aufgabenstellung soll gelten: |§— fi| < 0.02. Durch Umstellung erhélt man fiir « = 5%:

A= f)2 0 0.43%0.57 « 1.962

A 002 = 2354. (462)

n =

Zwei-Stichproben-Differenztest nach Skript 27.5. Es handelt sich hier um eine unverbunde-
ne Stichprobe, da es nicht notwendig ist, in den zwei Stichproben dieselben Personen zu
befragen und auch die Umfiinge unterschiedlich grof3 sein kénnen:

X Y]

/ S? SZQ
n m

Die Nullhypothese Hy: 6y = 11% = 0.11 bei beiden Stichproben,

Die Zufallsvariablen X und Y sind zweiwertig mit den Werten 0 (“kein Fahrrad”) und
1 (“Fahrrad”) mit Wahrscheinlichkeiten (bei Zutreffen von Hp) von (1 — 6p) bzw. 6.

Stichprobenmittel X = 11% (erste Stichprobe) bzw. Y = 13% (zweite Stichprobe),
Die Varianzen bei Zutreffen von Hy sind s7 = s; = (1 — 6) = 0.0979,

7= (463)

Die Stichprobenumfinge sind n = m = 2000.
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Alles eingesetzt ergibt die Realisierung z von Z:

011 -0.13]  0.02y/2000

7 _ _ 464
\/2-0.0979 v/2-0.0979 (464)
2000
Das Quantil ist
Z1—a/2 = 20995 = 2.576 = Hj nicht widerlegbar. (465)

Die Annahme der Gleichheit der Fahrradanteile kann also durch die Stichproben nicht wi-
derlegt werden.
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Losung T.4.11

(a)

(b)

(i) Der Mittelungszeitraum 7 muss deutlich gréfier als 1 Monat sein (September-Peak wird
weitgehend weggemittelt wie in der in der Aufgabenstellung angegebenen Kurve), aber
deutlich kleiner als 1 Jahr, damit die Jahresfigur nicht weggemittelt wird, z.B.

7 = 3 Monate. (466)

(jeder Wert zwischen 2 und 11 Monaten ergibt volle Punktzahl).

(ii) Es handelt sich um eine periodische Zeitreihe, d.h. der 31. Dezember muss bei der
Gléattung stetig (und differenzierbar) mit dem 1. Januar verbunden werden. Die Zeitrei-
he ist quasi als “Ring” gechlossen und der 1. Januar ebenso Nachbar des 31. Dezember
wie der 31. Dezember Nachbar des 30. Dezembers ist. Bei 7 = 3 Monaten wiirde man
z.B. fiir den 31. Dezember das arithmetische Mittel der Geburten von 15. November
bis 15. Februar nehmen.

Realisierung d der TestgroBe D: “maximale betragsméflige Abweichung der empirischen
Verteilungsfunktion von der Nullhypothese”:

1
d=— <6 Kastchen - 30Tage/Késtchenbreite - 50/ Kéistchenht')he) (467)
n

Die Einwohnerzahl Dresdens wird entweder zu n = 481 429 (von Aufgabe 1) oder aus dem
in der Abbildung angegebenen Mittelwert berechnet:

n = 365 Tage - 1 310 Geburtstage/Tag = 478 150 (468)
und damit 9 000
— = U. 1 4
d= s = 0.0188 (469)

Das (1 — a) = 99% Quantil der D-Statistik aus der Formelsammlung:

P 1.628
w09 M+ 0124 0.11//n

= 0.00235 (470)
Beim Vergleich zeigt sich:

0.00235 < 0.0188 (471)

Also ist die Realisierung d weit oberhalb des Quantils und damit die Nullhypothese einer
Gleichverteilung hochsignifikant abgelehnt.

Auch die September-Spitze stellt eine kumulierte Abweichung gegeniiber dem Mittelwert
von etwa 2 Késtchen dar, also
1
dseptember = — <2 Kistchen - 30Tage/Késtchenbreite - 50/ K'alstchenhéhe) = 0.00627. (472)
n
Der September-Peak als solcher stellt also ebenfalls eine signifikante Abweichung gegeniiber
der Geburten-Gleichverteilung dar. Dies kann viele Griinde haben, sowohl direkte (“erhéhte
Fruchtbarkeit” ), als auch indirekte (Weihnachten hat man eher Zeit etc). Man kann jedenfalls

nicht von einer statistischen Korrelation auf die Ursache schlieflen, hat also nicht einen
besonders “fruchtbaren” Empfiangniszeitraum im Dezember nachgewiesen.
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(d) Die “offizielle” vermutete Erklarung fiir diesen Sachverhalt ist die, dass bei Unklarheit des

72

Geburtstags (Es werden ja alle Einwohner, auch sehr alte oder aus anderen Léndern einge-
wanderte erfasst!), der 1. Januar ad hoc angenommen wird. Dies kann auch von Seiten der
Einwohnermelde-Software (Default ist der 1. Januar) etc geschehen. (Ubrigens sind andere
“runde” Geburtstage wie der 15. oder der Erste eines Monats auch signifikant hoher vertre-
ten. Auch in der Abbildung zu Aufgabe 4 ist eine erhohte Geburtstagszahl am 1. Januar zu
sehen).
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Losung T.4.12

(a)

Bei Schétzung eines Mittelwertes bei unbekannter Varianz wird das Konfidenzintervall mit
der t-Verteilung gebildet: Bei einer Fehlerwahrscheinlichkeit o = 5% erhélt man

_ n—1) Sz _ -1) Sz
() € [z - tgfal/g%, z+ 1" ;/2%] (473)

Fiir die Wochen 18-24 gilt (mit der empirischen Varianz mit (n — 1) im Nenner):

12802 1

n:1@=47f<:ww,t$m=24w,si:zi? (2i—F)% = 247726, s, = 497.7
(474)

und damit

497.7
(r) € 1820 2447 =2 (475)
(x) € [1369,2289)] (476)
Analog fiir das zweite Intervall (Wochen 25-28):
10047 773279

n=4,1="—— =252, 18 =3.182, 2= — 257760 s, = 507.7  (477)

und damit
(z) € 2512 F 3.182 50\/7; (478)
(x) € [1704, 3320] (479)

Die Klickraten sind also bei &« = 5 % nicht signifikant verschieden, da sich die Konfi-
denzintervalle aus a) und b) iiberlappen. Wir erhéhen die Fehlerwahrscheinlichkeit, um
die Trennschérfe zu erhohen: In der Tabelle liegen die Quantile der t-Verteilung fiir ¢ =
0.95,0.9,0.8,... vor. Damit konnen die Konfidenzintervalle [x1,,%1,] und [Tay,z2,] der
Klickraten fiir die Zeitintervalle 1 und 2 fiir « = 10%, a = 20%, o = 40% ermittelt werden:

ERENENEEE
0.10 | 1463 2194 | 1914 3109
0.20 | 1557 2100 | 2096 2928
0.40 | 1658 1999 | 2264 2760

Erst bei einer Fehlerwahrscheinlichkeit von knapp iiber 20% ist eine hinreichende Trennschiirfe
fiir eine signifikante Unterscheidung gegeben, da sich die Konfidenzintervalle nicht mehr
iiberlappen!

In der Verteilung der téglichen Klickraten sieht man ein deutliches periodisches Muster mit
einem Maximum an den Wochenenden, d.h. die Lancierung des potentiell klickratensteigern-
den Artikels fallt mit der Zeit von sowieso periodisch hohen Klickraten zusammen. Analysiert
man die téglichen Daten ohne Vorverarbeitung einige Tage vor und nach dem Artikel, fiithrt
der Wochenend-Peak moglicherweise zu falschen Schliissen. Losung: Man bereinigt die Daten
durch Herausrechnen der Saisonkomponente und analysiert die saisonbereinigten Daten.
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Losung T.4.13

(a)

(b)

74

Die y2-verteilte Testvariable ist durch

5 2
Q= ZZ( i, Uj) )—nQ—n 1+ZZ< x“yj >) (480)

i=1 j=1 =1 j=1

mit der erwarteten absoluten H&ufigkeit bei Zutreffen der Nullhypothese der homogenen
Meinungsspektrums,
e _ h(zi)h(y;)

- (481)

den Spaltensummen h(y;) = Z?Zl h(zi,y;), den Zeilensummen h(z;) = S22

i=1h(xi, y;) und
n = 200. Dies fithrt zu einer Realisierung ¢ der Testvariablen @) von

42 102 62 202
q=200-(-1+ 14 - 60 + 14 - 140 +34-60+"'+40'140) (482)

q = 10.69 (483)

Die Nullhypothese ist bei einer Fehlerwahrscheinlichkeit von v angenommen bzw. kann nicht
abgelehnt werden, falls die Ungleichung

g<q"h, m=0G-1)@2-1)=4 (484)

Da q(()i;% = 11.14, ist dies bei a = 2.5% der Fall. Ein homogenes Meinungsbild kann nicht
abgelehnt werden.

(i) Falsch. Aus der Tatsache, dass man Hy bei einer Fehlerwahrscheinlichkeit von 2.5%
nicht ablehnen kann folgt nicht, dass sie mit mindestens (1 — «) wahr ist!

(i) Richtig. Da g{%)- = 9.49 < 10.69, ist die obige Ungleichung nicht mehr erfiillt und Hy
kann abgelehnt werden.

(iii) Richtig. Sei T' das Ereignis “Test angenommen”, so kénnte man die Wahrscheinlich-
keit P(Hp|T) dafiir, dass bei Annahme des Tests die Nullhypothese auch richtig ist,
prinzipiell mit dem Satz von Bayes berechnen, da aus der Definitionsgleichung der
Fehlerwahrscheinlichkeit die Bedingung P(T|Hy) = 1 — P(T|Hy) > 1 — « folgt und

damit
P(Hy) P(Hy)

p) ") = P

Da aber die a-Priori-Wahrscheinlichkeiten P(H) und P(T") i.A. nicht ermittelbar sind,
scheitert dies meist. Man konnte hier sogar begriinden, dass P(Hy) = 0, da Hy eine
exakte Gleichheit von reellen Zahlen (der wahren Meinungsanteile) impliziert, wihrend
P(T') sicherlich ungleich 0 ist (sonst wiirde ja nie ein Test angeommen!) Damit erh&lt
man P(Hy|T) = 0, d.h die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Hyp falsch ist, kann sogar
100% betragen!

(iv) Schwierig! Falsch: Formuliert man einen Test, der die Alternativhypothese H4 bei
einer Fehlerwahrscheinlichkeit von 3 testet und bezeichnet das Ereignis der Ablehnung
von H, durch diesen Test mit U, ist der Fehler erster Art bei diesem Test durch
P(U|H4) < B definiert. Wieder erhiilt man die interessierende Gréfie P(H4|U) nur
iiber den Satz von Bayes, also nur bei Kenntnis der A-Priori-Wahrscheinlichkeiten. Dies
ist iibrigens auch beim Test auf Hy der Fall: Nicht einmal der Fehler erster Art erlaubt

P(Ho|T) = (1-a) (485)
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ohne weitere Informationen Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeiten des Zutreffens von
Hy oder Hp!
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Losung T.4.14

(a) Die Nullhypothese kann abgelehnt werden, falls die Realisierung qgepurten der Testvariablen

Q= i (Zi) —n (486)

grofer als das Quantil
1) = o) =16.14 487
40.975 = 90.975 : (487)

ist. Kein Parameter ist frei, deshalb ist die Zahl der Freiheitsgrade m = K — 1 = 7. Die
konkrete Realisierung aus der Stichprobe ergibt mit hj, = 8280/8 = 1035 zu

Ggeburten = 15.46 < Q(()2757 (488)

also kann die Annahme einer Gleichverteilung nicht abgelehnt werden.

Analog fiir die Zuziige:
Moy = 43100, 52" =5387.5, gy =710 < ¢\ 0ns (489)

Die Verteilung der Zuziige auf die einzelnen Quartale weicht signifikant von einer Gleichver-
teilung ab ff]

Mew0t = 12600,  hZ* = 6300, a4 = 3.175 < g\ s = 5.02 (490)

Die Annahme einer gleichméfiigen Verteilung kann nicht widerlegt werden.

Nein. Mit den hier behandelten statistischen Tests kann man den Fehler erster Art (Test
lehnt Nullhypothese ab, obwohl sie zutrifft) klein halten bzw. kontrollieren. Uber die Fehler
zweiter Art: Annahme von Hj, obwohl sie nicht zutrifft, kann i.A. nichts ausgesagt werden.
Insbesondere kann die Fehlerwahrscheinlichkeit zweiter Art nahe 1 oder sogar gleich 1 sein.

Zum zweiten Teil des Hinweises: Nicht relevant! Da die hypothetische Gesamtheit hier
alle folgenden und vergangenen Jahre einschlieft und damit unendlich ist, kennt man die
konkreten Verhiltnisse der Grundgesamtheit nicht; eine Aussage ist nicht moglich.

Streng genommen miisste man beriicksichtigen, dass die vier Quartale eines Jahres unterschiedlich viel Tage

76

aufweisen! Dies fallt hier jedoch nicht ins Gewicht.
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Losung T.4.15

(a) Aus der Arbeitstabelle

) X; (QTZ — i‘)Z
1 3.05 0.0049
2 3.35 0.0529
3 3.20 0.0064
4 3.00 0.0144
9 3.00 0.0144

>, 15.60 0.0930

folgen der Schétzer des Mittelwertes

und der Varianz

=1
~0.0930

4
= 0.02325

(491)

(492)
(493)

(494)

(495)
(496)

Das Konfidenzintervall des Mittelwertes bei unbekannter Varianz lautet

_ (n—1) s?

4t ]2

HETETL 0 n
0.02325

€312+ . -

€ 3.12+2.132 - 0.0682
€ 3.12£0.1454
€ [2.975, 3.265]

(b) Test auf Mittelwert bei unbekannter Varianz
1. Nullhypothese:

Hy:p<p=3

2. Testvariable:
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3. Realisierung:

t::”;”o-\/ﬁ (504)
3.12 3

== .5 505

V0.02325 (505)

= 1.7598 (506)

4. Entscheidung: Hy ist abzulehnen, da

> (507)
1.7598 > £\ (508)
1.7598 > 1.533 (509)
Grenz-Fehlerwahrscheinlichkeit
t =" (510)
1.7598 = 4 (511)
ist erfiillt fiir « = 7.66% (512)
(c) Einseitiger versus zweiseitiger Test.
Ho Stichprobe
Konfidenzintervall
5% | 5% -
2.975 3.265 X
3.000 3.120

~

Test auf Mittelwert

10%

3.105] X
3.000 3.120
(d) Mit dem Ansatz
Tankvolumen
ichweite = ——— - 1 1
Reichweite Verbranch 00 (513)
folgt das Konfidenzintervall

Reichweite € 100 25 100 (514)

i i —. —.

Ve S 13265 T 2975

€ [765.6, 840.4] (515)

(e) Test der Varianz
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1. Nullhypothese:

Hy:0%>02=04%=0.16

2. Testvariable:

p— . 2
Q:M ~x3(n —1)
90

3. Realisierung:

(n—1)-s2
o

| 4-0.02325

016

= 0.58125

q:

4. Entscheidung: Hy kann abgelehnt werden, da

g <q"y

0.58125 < ¢\
0.58125 < 1.064

erfullt ist.
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(516)

(517)

(518)

(519)
(520)

(521)

(522)
(523)
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Losung T.4.16
Losungsvorschlag folgt.
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Losung T.4.17

(a) Konfidenzintervall fiir Anteilswert p bei bekannter relativer Hiufigkeit f und o = 5%:

pE [f - 20.975W7 [+ 20.975W] (524)

So z.B. fiir die Fuflgénger:

0.22(1 — 0.22) 0.22(1 — 0.22)
22-1.96- )/ " 02241964/ 2
pelo 96 oo 0-22+1.96 T (525)

also:
e Fufigénger: f € [0.194324748102501, 0.245675251897499]
e Rad: f € [0.0906068919458484,0.129393108054152]
e OPNV: f € [0.194324748102501, 0.245675251897499]
e Kfz: f €[0.419165019863798, 0.480834980136202]

(b) Absoluter Fehler: Fiir jedes einzelne Verkehrsmittel den entsprechenden Stichprobenum-
fang berechnen und das Maximum wéhlen. So ist nach dem Umstellen der Formel:

f(1— f)Z%_%

o7 920
Damit kann jetzt z.B. fiir die Kfz
0.45(1 — 0.45)1.962
Mhfz = 0.022 (527)
Ngfr =2377 (528)

berechnet werden. (Der Stichprobenumfang n muss noch fiir zu Fuf§, Bahn und Bus ermittelt
werden.) Beim Vergleich erkennt man, dass die Kfz den héchsten Stichprobenumfang =
Naps = 2377 verlangen.

Relativer Fehler: Sei

—p= 2
f-p R1—-a/2 n (529)
und der relative Fehler
R= ff_p —0.05 (530)
(531)
a2 fa-5)
0.05 = 7 " (532)

und nach dem Umstellen
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f(l_f)'z%_a/g

e (533)

Fiir beispielsweise Radfahrer:

~0.11(1 —0.11) - 1.96*
B (0.05-0.11)2

= 12433 (534)
Die Radfahrer verlangen den hochsten Stichprobenumfang, wenn der relative Fehler unter
0.05 liegen soll. = n,..; = 12433

(c) Einseitiger Test mit Hp : 8 > 0.24 bei relativer Haufigkeit f = 0.22 Realisation mit

_ -9
N T vn (535)

o (0.22-024)
/024 (1-0.24) H0 (536)

2] = 1.48 (537)

= Wert der Z-Statistik ist mit |z| = 1.48 kleiner als zg 95 = 1.645 (aus der Quantil-Tabelle) =
Hy angenommen bzw. nicht abgelehnt. Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% kann
nicht abgelehnt werden, dass der Anteil der OPNV Nutzer grofier ist als 24%.

(d) Z.B. testen, ob die Konfidenzintervalle davor und danach iiberschneiden. Falls nicht, signi-
fikante Anderung. Oder die Differenz der Anteilswerte davor und danach auf die Hypothese
Hy :Differenz=0 testen. Falls Hy abgelehnt = signifikante Anderung.
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Losung T.4.18

| Fachrichtung | zu FuB | Rad | Bahn/Bus [ Kfz || Y |

Verkehrswirtschaft 18 30 30 22 100
Physik 8 18 10 14 50
BWL 34 50 50 66 || 200

y > yj [ 60 [ 98 | 90 | 102 || 350 |

(a) Fiir beliebiges Element (ij) gilt hier f(x;,vy;) # f(zi)f(y;) z.B. 1 ="Fachrichtung Ver-
kehrswirtschaft”, y; ="benutzt Schusters Rappen”, f(z1,y1) = 18/350, f(z1) = 100/350
(1. relative Haufigkeit der Zeilensumme), f(y;) = 60/350 (relative Hiufigkeit der 1. Spal-
tensumme). Daraus ergibt sich

18 100 60
350 7 350 350 (538)
6300 6000
122500 7 122500 (539)
(b) a) Hp: Die Verkehrsmittelwahl hiangt nicht vom Studiengang ab.
b) Testvariable
4 3 h(z: y
Q=Y > (—=Z=)—n ~x*(m) (540)
=1 j=1
h(xi)h(y;)
hG = —— (541)
c¢) Realisation
182 82 662
=350 (-1 it —— 542
1 ( +60-1()0+60-50+ +102-200) (542)
=6.195 (543)

Die Anzahl der Freiheitsgerade berechnen sich mit m = (4 — 1)(3 — 1) = 6 und damit
ist q((fgs = 12.6 = Unabhingigkeit kann nicht verworfen werden, da 6.195 < 12.6.

(c) Entsprechendes Quantil heraussuchen. Siehe Tabelle. Beispielsweise ist qé.ﬁg = 5.348 und
damit kleiner als das berechnete ¢ = 6.195 = Die Nullhypothese kann mit einer Irrtums-
wahrscheinlichkeit von 50% verworfen werden.

http://vos.vkw.tu-dresden.de 83


http://vos.vkw.tu-dresden.de

4 Induktive Statistik

Losung T.4.19

Losung T.4.19

Nutzerklasse Neues System | Neues System | keine Meinung
ist besser ist schlechter

Bahnbenutzer,

vorwiegend Nahverkehr 20 270 10 300
Bahnbenutzer,

vorwiegend Fernverkehr 200 60 40 300
Kfz-Fahrer und

Sonstige 100 100 200 400

y | 320 430 250 | 1000 |

430

= 0.32 finden das neue System besser, wihrend {555 =

(b) (i)
b€ f:lefa/ZV
0. 43(1 —0.43)
0 43 F 1. _—
€0.43F1.96 1000
KT €]0.3993,0.4607]
. 270
(i) f= 500 = 0.9
0€fFz_an
n
0.9(1-0.9)
6 1.
€0.97F1.96 1000
KT € [0.8814,0.9186]
(il) f =% =0.2
0 e f + Rl—a/2
n
02(1-02)
6 2F 1.
€0.2F1.96 1000
KT € [0.1752,0.2248]
(¢) a) Hp:0p<04
; _ _ f-bo
b) Testvariable Z = \/m\/ﬁ
c¢) Realisation
0.43—-04
= — 1000
0.4(1 — 0.4)
Z =1.9365
Vergleiche mit z1_, = 29.95 = 1.65
84

= 0.43 das alte System bevorzugen.

(544)

(545)
(546)

(547)

(548)
(549)

(550)

(551)
(552)

(553)

(554)
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d) Ergebnis: Die Nullhypothese kann verworfen werden, da 1.9365 > 1.65

e) Zur Bestimmung der Grenzwahrscheinlichkeit wird ein neues « gesucht. a = 1 —
$(1.94) =1 —0.9738 = 0.0262 Also ab einer Fehlerwahrscheinlichkeit von 2.62% kann
die Nullhypothese abgelehnt werden.

(d) Gegeben sei also v = 0.05, f = 0.4 und ein Anteilsfehler von 2%.

faA—1)
02 = ER S
0.0 Zl—a/2 n (555)
2
- Zlfa/g'f(l_f)
n = 0.022 (556)
1.962-0.4-0.6
n= Q002 (557)
n = 2305 (558)

(e) Systematische Stichprobe oder Quotenverfahren o. &.
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Losung T.4.20
(a) Nullhypothese Hy: “Motorleistung iiber 80 KW”. Testvariable bei GauBverteilung mit un-

bekannter Varianz: B
F —
T = S““ V10 (559)

mit o = 80 (KW), 7 = 15 LSO @ = 78, und S? = %E}gl(xi — )% = 134 = 16. Also st
hier die Realisierung ¢ von 7"

78 —-80 ,—
Die Nullhypothese kann nicht abgelehnt werden, falls
>t = (17D o o) Tebelle 33 (561)

mit t(()?35 dem (1—a) = 95%-Quantil der t-Verteilung mit 9 Freiheitsgraden. = Nullhypothese

kann nicht abgelehnt werden!

(b) () P(X <2)=F(z)=a (=)= (83;1%2) = B(—0.5)

mit ®(z) der tabellierten Standardnormalverteilung. Also

) Tab:elle

P(X < 80) = &(—0.5) = 1 — (0.5 1—0.6915 = 0.3085 (562)

(i) ®(27%2) = @(1) und ®(¥%5*2) = ®(—0.5) und damit P(80 < X < 86) = F(86) —
) — ®(—0.5)

= 3(1) — (1 — ®(0.5)) = 0.8413 — (1 — 0.6915) = 0.5328
(c) Mit dem nichtparametrischen y2-Unabhingigkeitstest.

(d) Falls die Merkmale X (Motorleistung) und Y (Benzinverbrauch) unabhiingig sind, ist die
Wahrscheinlichkeit, dass gleichzeitig eine Bedingung A fiir Merkmal X und eine Bedingung
B fiir Merkmal Y eintrifft, durch das Produkt gegeben:

p(ANB) = p(A)p(B) (563)

(i) p(A) = P(X > 80) = ®(0.5) = 0.6915,
p(B)=P(Y <7)=®(0) =0.5= &(
p(AN B) =p(A)p(B) = 0.3458.

(ii) Der Motor erfiillt mindestens eine der Bedingungen A: Leistung > 80 KW und B:
Verbrauch < 71/(100 km), wenn nicht gleichzeitig die Leistung kleiner 80 KW UND
der Verbrauch grofier als 7 1/(100 km) ist:

f57) = (13(0),

P=1-P(C)P(D) (564)

P(C)=P(A)=P(X <80)=1—®(0.5) =1 — 0.6915 = 0.3085,
P(D)=P(B)=P(Y >7) =05,
P=1-P(C)P(D)=1-0.3085-0.5 = 0.8458.

Oder mit den De-Morgan’schen Siitzen (A ist die Negation von A):

P(AUB)=P(ANB)=1-PANB) =1 - p(A)p(B). (565)
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Losung T.4.21
Losungsvorschlag folgt.
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Losung T.4.22

Losung T.4.22

(a) Mit der Arbeitstabelle

7 xT; (l’z — .f')2
1 50 100
2 70 100
3 60 0
4 70 100
) 70 100
6 50 100
7 50 100
Zi 420 600

ergeben sich als Punktschéitzer fiir den Mittelwert

ﬂ:j:

und fiir die Varianz

(b) Richtig ist Hy : p < 50

(566)

(567)
(568)

(569)

(570)
(571)

Fehler 1. Art: Die Mafinahmen werden nicht implementiert, obwohl die Fahrtenzahl gering

ist.

Fehler 2. Art: Es wird umstrukturiert und eingespart — allerdings umsonst, denn die Fahr-

tenzahl ist hoch.

Der Fehler 1. Art ist schwerwiegender, weil er das Taxiunternehmen in den Konkurs fiihrt.

(c) Test des Mittelwertes bei unbekannter Varianz

1. Nullhypothese:

Hy:p < po =50

2. Testvariable:

(572)

(573)
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3. Realisierung:

t="1 _S“O\/ﬁ (574)

60 — 50
_ J7 575
V100 (575)
= 2.646 (576)

4. Entscheidung: Hy ablehnen, da

t> b (577)
2.646 > 1°), (578)
2.646 > 1.943 (579)

(d) Mogliche richtige Antworten sind:

e Falls die mittlere Fahrtenzahl tatsdchlich kleiner als 50 ist, dann sind Fahrtenzahlen,
wie sie vergangene Woche beobachtet wurden, &duflerst unwahrscheinlich (kleiner als

5%).

e Nicht exakt, aber dennoch richtig: Man kann mit 95%iger Sicherheit davon ausgehen,
dass die mittlere tégliche Fahrtenzahl groBer (oder gleich) 50 ist.

(e) x?-Anpassungstest

1. Nullhypothese:

Hy : ,Die Fahrten verteilen sich gleichméfig auf die sieben Wochentage* (580)

2. Testvariable:

K h2
Q= (Z h:) —n ~x*(m) (581)
k=1
3. Realisierung: Mit
n = 420 (582)
K= (583)
r= (584)
m=K—-1—r==6 (585)
a=5% (586)

und der Arbeitstabelle
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k he  hE  hi/hS
1 50 60 41.67
2 70 60 81.67
3 60 60 60.00
4 70 60 81.67
5 70 60 81.67
6 50 60 41.67
7 50 60 41.67
> 420 430.00
ergibt sich
K
h2
q= ( ’“) -n (587)
hk:
k=1
=430 — 420 (588)
=10 (589)
4. Entscheidung: Hy ablehnen, falls
(m) 590
q>q, (590)
10> 4% 90
10 > 12.592 (592)

was nicht der Fall ist. Also kann Hy nicht abgelehnt werden.

(f) Mogliche richtige Antworten sind:

e Aus dem Nicht-Ablehnen von Hy kénnen keine haltbaren Schliisse gezogen werden. Wie
wahrscheinlich Hy zutrifft (oder nicht) kann nicht eingegrenzt werden.

e Falls sich die Fahrten tatséchlich gleichméfig auf die Wochentage verteilen, so liegt die
Stichprobe im Bereich des ,Normalen®.

Falsch wére es, auf das Vorliegen einer anderen als der Gleichverteilung zu schlielen.
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Losung T.4.23

(a) Der OV-Anteil der Befragten ist

f=ha/n (593)
= 54/200 (594)
= 27%. (595)

(b) Das Konfidenzintervall des OV-Anteils liisst sich mit

0€f+2_ap f(ln_f)\/%:zb g (596)
€ [+ 209751/ f(ln_f) 597

(
€ 27% = 1.960 - 0.0314 (
€ 27% + 6.2% (599
€ [20.8%, 33.2%] (

berechnen.

(c) Das ist kein Widerspruch, weil das Konfidenzintervall Abweichungen vom emprisch ermittel-
ten Anteilswert symmetrisch zu beiden Seiten zuldsst, der Test ,,auf kleiner* aber einseitig
testet.

(d) x%-Unabhiingigkeitstest

1. Nullhypothese

Hj : ,Reiseweite und Verkehrsmittelwahl sind unabhéngig.“ (601)
2. Testvariable
Ko By p2
2.
Q=2 & —n~x*(m= (K —1)(K, 1) (602)
i=1 j=1 iJ

3. Realisation: Mit
e hzh(y;)

i n

(603)

und den Arbeitstabellen

he | MIV. OV | 3, hi/hG | MIV. OV | 3
1]8249 3051|113 1] 7759 35.69 | 113.28
2| 40.15 14.85| 55 2| 3410 21.82| 55.92
312336 864 32 3| 3600 1.04 | 37.04
S| 146 54200 >, | 147.68  58.55 | 206.24
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erhilt man

3.2 h2
= > hJ —n (604)

i=1j=1 "4
= 206.24 — 200 (605)
=6.24 (606)
(607)

4. Entscheidung: Hy ablehnen, falls

0 qi-a(m = (3—-1)(2-1)) (608)
q > qo.95(2) (609)
6.24 > 5.991 (610)

was hier der Fall ist.

(e) Mogliche richtige Antworten sind:

e Falls die Verkehrsmittelwahl tatséchlich von der Reiseweite unabhéingig ist, wéiren die
beobachteten Zahlen duflerst unwahrscheinlich (kleiner als 5%).

e Nicht exakt, aber dennoch richtig: Man kann mit 95%iger Sicherheit davon ausgehen,
dass die Verkehrsmittelwahl von der Reiseweite abhéingig ist.

(f) x%-Anpassungstest
1. Nullhypothese

Hj : ,,Die Reiseweite ist exponentialverteilt.“ (611)
2. Testvariable
S 2
Q:Zh—efnwx(m:Kflfr) (612)
k=1 'k
3. Realisation. Mit
Fp(z)=1—e (613)
und
i =n-[Fp(af) — Fp(z})] (614)

erhalt man iiber die Arbeitstabelle

E_ap ap e FpGp) Fe(p) kg Rk
1 0 50 113 0.000 0.565 113.00 113.00
2 50 100 55 0.565 0.811 49.20 61.48
3 100 oo 32 0.811 1.000 37.80 27.09
Dok 200 200.00 201.57
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als Realisation

K
h2
¢=) e
k=1 'k
= 201.57 — 200
=1.57

4. Entscheidung: Hy ablehnen, falls (mit » = 0 geschiitzten Parametern)

4> q—a(m=3-1-0)
q> q0.95(2)
1.57 > 5.991

was hier nicht der Fall ist.

(g) Mogliche richtige Antworten sind:

(615)

(616)
(617)

(618)
(619)
(620)

e Aus dem Nicht-Ablehnen von Hy kénnen keine haltbaren Schliisse gezogen werden. Wie

wahrscheinlich Hy zutrifft (oder nicht) kann nicht eingegrenzt werden.

e Falls die Reiseweiten tatsichlich exponentialverteilt sind, so liegt die Stichprobe im

Bereich des ,,Normalen“.
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