Formelsammlung in Statistik

Haufigkeitsverteilung und Summenverteilung

Ziahlindices 1 =1,...,n zahlt die Elemente der Urliste

jg=1,...,m zahlt die Merkmalsausprigungen
k=1,...,K zahlt die Klassen

Klassierung von Daten ry mit x> zy: untere Klassengrenze

xj, =}, obere Klassengrenze
zj, = 5(zp + 27) Klassenmitte (manchmal auch einfach zy)

Azxy, = zf — z} Klassenbreite

absolute Haufigkeit hj bzw. hy
. . . h; D,
relative Haufigkeit fi=-L baw. fr.=—
n n
o . . D hk D fk .
Haufigkeitsdichten hy = (nur klassierte Daten!)

A.Z‘k’ ko Al‘k
absolute Summenhéufigkeit H; = H(X < z;) Z h;  (fiir Klassen analog mit k)
H(X > x)) :n—H(X < x;)

relative Summenhéaufigkeit F;=F(X <) Z fir=H;/n

F(X>3cj):1—F(X§a:j)

Empirische Verteilungsfunk- 0 falls w <y,
. . . F(x)=< 1 falls z >z,
tion (nichtklassierte Daten)
F; fallsz; <x <azjn
Embirische Verteil funk 0 falls © < 2,
‘mpirische erteilungsfunk- Fla) =] 1 falls = > 22,
tion (klassierte Daten) -
Fr_1+ ( AI:) fr falls o} <ax <af
Empirische Dichtefunktion fla) = dF(z) [0 fallsz <zt oder x> z%,
(nur klassierte Daten) VT T T P falls 2% < o < a9



LagemaBle (Mittelwerte & Co)

arithmetisches Mittel

arithmetisches Mittel der
Linearkombination Y=a-+bx

harmonisches Mittel

geometrisches Mittel

Modus bzw. Dichtemittel
(klassierte Daten)

Median bzw. Zentralwert
(geordnete Urliste)

Median bzw. Zentralwert
(klassierte Daten)

g-Quantil

1 n
T==> z; (ausder Urliste)

"=
1 m m i
= Z hjx; = Z fijz; (aus den Merkmalsausprigungen)
=1 =1
1 ]K ’ K
~e > hwxy = frxr) (aus klassierten Daten)
k=1 k=1
y=a+bx
1 1
Ty nn T bzw bzw 7

D D
Iy =15

D _ ¢D _ D
2fi€ k—1 k+1

jDZIZ"i_

A:Efc

k: Klassenindex der Klasse mit
maximaler Haufigkeitsdichte

Tns1) (n ungerade)

2

Lo.5 =

3 (I[g] + x[g+1]> (n gerade)
0.5 — Fjr—

Tos = xz/ + T“Al’k/

mit &’ so dass Fy_; < 0.5, aber Fj, > 0.5,
also die Klasse k', innerhalb der F' den Wert 0.5 annimmt.

— F_
MAM/
Jr

mit &’ so dass Fj_1 < q, aber Fj, > q,
also die Klasse &/, innerhalb der F' den Wert ¢ annimmt.

Ty =Ty +



Streuungsmale

Bei klassierten Daten (Klassen k= 1,..., K) gelten alle Gleichungen nur néherungsweisem
1. K
Varianz s2 = - (i —2)* bzw. Y fulz) — )
i=1 k=1
In der Stichprobentheorie: zusétzlicher Faktor n/(n — 1)
Varianz der 2 2
Linearkombination Y=a+bx ¢ ¢
Standardabweichung Sp = /52
Sz ,
Variationskoeffizient V = — (nur sinnvoll, wenn alle z; > 0)
T
Verschiebungssatz Z(:L’Z — 1)t = Z xi — nx* bzw.
i=1 i=1
K K
Y o(wh =2 fr = (a3) fr — 7
k=1 k=1
Spannweite R = Tmax — Trin
mittlere absolute 5 1 zn: i — @
Abweichung MAD — 05
Interquartilsabstand S1Q = To.75 — 0.25

Weitere MalBe fiir die Verteilungsform

1 n
My = => (z; — z)" (Urliste)
i
N-tes zentrales Moment My =) (z;— 7)™ f; (Merkmalsauspriigungen)
—1
'k
My = (z; — 2)" fi (klassierte Daten)
k=1
M.
Schiefe I'= 733
8$
M.
Exzess (“Kurtosis”) K = —44 -3
s

!Die Formeln hiingen sehr von der Verteilung innerhalb der Klassen ab. Auch bei Gleichverteilung innerhalb
der Klasen ist die aus klassierten Daten ermittelte Stichprobenvarianz nicht erwartungstreu, obwohl dies in
den meisten Skripten und Lehrbiichern impliziert wird.



KonzentrationsmaBe

Merkmalssumme

relativer Anteil an M

kumulierter relativer Anteil

Herfindahl-Index

Exponentialindex

Punkte der Lorenzkurve

Gini-Koeffizient

M = Z T, =nT = Z xyhy (letzteres fiir klassierte Daten)

=1

T rih i fe
Pi= g PPV PR g b

P; = > py (Urliste und klassierte Daten)

=1

Ky = ZP?
i=1

n
Kp=[]p"=p0'p5 .00
i=1

(0,0) und (F;, P), i=1,....,nbzw. 1,..., K
mit F; der iiblichen relativen Summenhéaufigkeit.

n—1

" 1 1
SR A L g (2 S P+ pn> (Utliste)
n i=1

i=1 n

G=1

K
> (P + Py_1) fr (klassierte Daten)
k=1

—1—

Verhaltnis- und Indexzahlen

Wachstumsfaktor

Preisindex von Laspeyres

Preisindex von Paasche

Mengenindices von Laspey-
res und Paasche

Wertindex

It - Q:t_17
) _ Zimpi(0)ai(0)
> i1 pi(0)gi(0)

Wachstumsrate r, =1, — 1

pr mit p;(¢) den Preisen und ¢;(t) den

Mengen

>y pi(t)qi(t)

P =




Bivariate Analyse: Kreuztabelle klassierter Daten

Relative Haufigkeit

absolute Randhaufigkeiten

relative Randhéufigkeiten

bedingte relative
Haufigkeiten

empirische Unabhingigkeit

Arithmetische Mittelwerte

n

f(xiayj) =

Ky

= Z:h(%yj), h(y;) = g:h(xi,yj)

h(z:) h(y;)

flai) = » fys) =

hwi,y;) (i y;)
h(y;) f(w;)

f(@i,y) = f(x:) f(y;) fiir alle 4, j

z
Z:c (i)
Ku

Z y; f(y;)

f(wily;) =

&I
Il
=

Y|
Il

1210

Sl 3=

<.
I
—



Bivariate Analyse |l: Regressionsanalyse:

(Empirische) Kovarianz

Verschiebungssatz fiir die

Kovarianz

lineare Regression

nichtlineare Regression

Grenzfunktion (=“absolute
Elastizitdtsfunktion”)

(relative)
Elastizitatsfunktion

Aufspaltung in erklirte und
nichterklirte Schwankung

Additionsregel bei linearer
Regression
Bestimmtheitsmaf

Say = nZZ(x: -

i=1j5=1

n

> (z;— )

i=1

— 1) (Urliste)

T)(y; — y)h(xi, y;) (Kreuztabelle)

bzw.

Z Ty —

ZZ(‘T: —[E)(y] _y xwy] sz xzay] — nTy
v g
y(r)=a+br, a=y—bx
b = Séy (allgemein)
Sac
2. LY — nry :
= S (Urliste)
Minimiere F' = > e? Z g(z,a,b,...))"
=1 =1
OF OF
beziiglich a,b, ... = — =0, — =0,...
eziiglich a, b, % > ,
dy
g(x) = dz
x dy
€yr =
ydz
(yi—y)=Ai+emit ;=0 —y, e;=yi— Ui
> (v =Y Ai+> e
i=1 i=1 i=1
n 2 2
le—Uzl—Afz—l—s—2 (allgemein)
) o ns? s2
B = S—é = % (lineare Regression)
s2 ns?



Bivariate Analyse |ll: Korrelationsanalyse

(Mas-
)Korrelationskoeffizient

(nach Pearson)
Zusammenhang  mit

Regression

Rangkorrelationskoeffizient
nach Spearman

Zeitreihen

Additive Aufspaltung

multiplikative Aufspaltung

gleitender Durchschnitt
der Ordnung 7

exponentielle Glattung

Berechnung der Saisonfigur

Be-
stimmtheitsmafl der linearen

_ Say
Toy = SuSy
B = rgy
65, (Rf — RY)’
re=1—
n(n? —1)

Y;:E‘FKiﬂ‘Si‘l'Ui:Gi'f‘Si—f‘Ui
T = Trend, K = Konjunkturkomponente,

G =T + K = glatte Komponente, S = Saisonkomponente,

U = Rest.
Y, = T, K;5,U; = G;S;U;
1 i+m
- >y T ungerade, m =
_(1) T j=i—m
Y =931 , itm—1
— (ylm 1 Yivm + X yj) T gerade, m =
T 2 j=i—m+1

g = ay + (1 — a)fe-1, Jo = Yo )
mit dem Glattungsparameter « =1 —e" 7

S ) Isvs
n g yz] yz] ) T JZ:l S]'7

¢ = Index der Perioden, j = Index innerhalb jeder Periode.

Bei trendfreien Zeitreihen ist S; = S; sowie gjf;) = 7.

T

R

=1

2

Y



Zufall und Wahrscheinlichkeit

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Stochastische = Unabhéingig-
keit
Additionstheorem

Multiplikationstheorem

Totale Wahrscheinlichkeit
bei sich einander ausschlie-
3enden Ereignissen A,

Theorem von Bayes

P(A[B)

P(A|B) = P(A) bzw. P(B|A)

P(AUB)=P(A)+ P(B) —

P(ANB)= P(B)P(A|B)

= P(B|Ay)P(Ax)

P(B|A) P(A)

= P(A, falls B eingetreten ist)
= P(B)

P(AN B)
= P(A)P(B|A)

Zufallsvariable (ZV) und Wahrscheinlichkeitsfunktion

Wahrscheinlichkeitsfunktion
diskreter ZV

Verteilungsfunktion diskre-

ter ZV

Wahrscheinlichkeitsdichte ste-
tiger ZV

Verteilungsfunktion stetiger
A%

Wabhrscheinlichkeit eines In-
tervalls (X diskret oder ste-

tig)

Erwartungswert

Varianz

Kovarianz

F(z)=P(X <ux) Z p(z;)
f) =5
F(z) = P(X < z) = / f(a') do’

= > xip(y)

(diskrete Zufallsvariable)

= (}?Uf(x) dz (stetige Zufallsvariable)

T=—00

V(X) = E(X - B(X))?
= Y[ — B(X)]p(as)

)

(diskrete Zufallsvariable)

= ofo [z — E(X))*f(x) dz (stetige Zufallsvariable)

Cov(X,Y)
E(XY) =YY zyp(zi,y;)
]

-7 ofoxyf(w,y) dz dy

—00 —00

= B(XY) -

E(X)E(®Y)

(diskrete Zufallsvariable)

(ststige Zufallsvariable)



Diskrete theoretische Verteilungen

Fakultat
Binomialkoeffizient

Binomialverteilung
X ~ B(n;0)

Hypergeometrische Vertei-

lung X ~ H(N;n; M)

Poissonverteilung
X ~ Po(p)

nl=n-(n—1)-(n—2)---(1)
(N)ZN(N—l)...(N—n+1): N!

Stetige theoretische Verteilungen

Dichte der Gleichverteilung
X ~ G(a,b)

Exponentialverteilung
X ~ E(\)

Zusammenhang Exponential-
verteilung mit Poissonvertei-
lung

Normalverteilung
X ~ N(p,0?%)

Standardnormalverteilung

Rechenregeln zur Anwen-
dung der Tabelle von ¢

falls a < x <b,

0@ ={

sonst.
) B e ™M x>0 - 1
i ={ 7 20 B = V) -

n~Po(p) < A~ E(u/T)
n = Zahl der Ereignisse im Zeitraum 7T’
A = Abstiande zweier Ereignisse

2 1 z—p)”
(10 () = e T B(X) = p, V(X) = o?
o\ 21
X_
2="TE L NO), PR = POV @) = 0(2)
(1,02) _ x—ﬂ)
F =
N () -



Funktionen von ZV und Zentraler Grenzwertsatz

Wahrscheinlichkeitsdichte ei-
ner (monoton steigenden)
Funktion Z = g(X) einer ZV

Wahrscheinlichkeitsdichte
der Summe Z = X; + X,
zweier unabhingiger ZV

Verteilungsfunktion
der Summe Z = X; + X,
zweier unabhingiger ZV

Sonderfall Normalverteilung

Erwartungswert und Varianz
von Z =aX +b

Erwartungswert und Varianz
von Z = aX +bY

Erwartungswert und Varianz
der Summe 7, =" ; a;X; un-
abhingiger ZV

Zentraler Grenzwertsatz fiir
die Summe 7, =3, a;X;

| fx(@)
fZ(Z) - [g’(z) L:g—l(z)

122 = [ fi@)falz — 2)da
mit f;(z) den Wahrscheinlichkeitsdichten von X

Fu(z) = /O:O Fi(@) Fo(z — 2)dz = /O:O Fi(2) folz — 7)dz

mit F;(x) den Verteilungsfunktionen von X;

X1~ N(m,01), Xo~ N(u,03) = Z ~ N(ui+po,01+03)

E(Z) =aB(X)+bE(Y)
V(Z) =a?V(X)+0V(Y) + 2abCov(X,Y)

Voraussetzungen: Alle X; unabhéingig und kein Einzelbetrag
der Varianz grofer als ¢2/30. Die X; konnen beliebige (!!)
diskrete oder stetige ZV mit endlicher Varianz sein
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Induktive Statistik: Parameterschitzung

Schitzer fiir den Mittelwert

Schitzer fiir den Anteilswert

Schétzer fiir die Varianz (vgl.
die Fuinote auf S. [3)

Schitzer fiir die Koeffizienten
der linearen Regression
Y =aX+0D

Gauf3-Statistik  (Mittelwert
bei bekannter Varianz und
Anteilswert)

t-Statistik (Mittelwert bei
unbekannter Varianz)

x>-Statistik (Varianz)

Konfidenzintervall (KI) fiir
den Mittelwert bei bekannter
Varianz Hier und im Folgenden
werden “Rezepte” wie Kls und Tests
als Realisierungen (also mit kleinem
zquer, s etc) und nicht als Zufalls-
groessen (Xquer, S, etc) formuliert

Konfidenzintervall fiir den
Anteilswert
Konfidenzintervall fiir den

Mittelwert bei unbekannter
Varianz

Konfidenzintervalle fiir den
Regressionskoeffizienten b

Konfidenzintervall der Re-
gressionsfunktion y = a + bx

=X
. h,
ez:fizi
n
1 n n XK
52 = 62 = Z(XZ-—X)QbZW ka(mk—f)
n—1:= =
a =Y -bX
) S0y - XY
i X7 — X2
X —
Z=="L/n~ N0

X—u
T:T\/_NT(n—l)

(n—1)5?

Q= — ~x(n—1)
o
_ o |[N—n
pETE2 o ﬁ N1
Z1—a/2 Tabelliertes Quantil der Gauf3-Statistik,
o Fehlerwahrscheinlichkeit
(Z.B. a=5%= Zl—a/2 = 20.975 = 196)
%j’f Korrekturfaktor fiir endliche Grundgesamtheiten
mit N Elementen (=1, falls N > n)
1 _
b fto um f( - f) %_71%

mit f der relativen Haufigkeit in der Stichprobe. Bedingung:
nf(l—f)>9

_ (n—1) S
% €xr+ tl—a/?ﬁ

mit t*1) dem tabellierten g-Quantil der t-Statistik mit (n—1)
“Freiheitsgraden”

~92 n 2
5 n—2) 4 ) OrR 2 1 A
bi:f:tg_am Oy, Ub:@’ O'R:n_2;<yi_y(xl)>

N S _ 7)\2
yeatbeadr In |, 2o

/2 NZD s2

11



Induktive Statistik: Parametrische Tests

Testvariable fiir Test des Mit-
telwertes auf Wert 1 bei be-
kannter Varianz

Test des Anteilswertes auf
Wert 6,

Test des Mittelwertes bei un-
bekannter Varianz

Test der Varianz

Test der Korrelation p(x,y)
auf Wert 0

Test des Koeffizienten b der
linearen Regression

y(z) = ax + b auf Wert b,
sowie die Regression selbst
auf den Wert 1(z)

Zweiseitiger Test

Einseitiger Test auf ”grofler”

Einseitiger Test auf ”kleiner”

7 = @\/_ ~ N(0,1); Realisierung: z

— f—6o N-—1
Z 90(1—90) \/ﬁ N-n

T = %\/_ ~ T(n —1); Realisierung: ¢

_ (71—0712)52 ~ x2(n — 1); Realisierung: ¢
0
T — T‘zy n— (TL _ 2)

A/ 1"y

Ty=vn(B—b) 2 ~T(n—2)
Tyw = (Y(2) = 0o(2))) — 2L ~ T(n - 2)

orA\/s2+(z—7)2
A=Y -Bz, B=2Lyr, (Yi-V)( 1)
0 = iy Xia (Y= V(@) o = ATl - )%

x n =1

Nullhypothese pt = py bzw. 8 = 0y bzw. pyyy =0
kann abgelehnt werden, falls
|2] > 21-q/2 (Mittelwert bei bekannter Varianz
und Anteilswert)

t| > t1 . /)2 (Mittelwert bei unbekannter Varianz)
q g_f [qa/2 ’ql oz/)Q} (Varianz)
|t| > tl . /)2 (Korrelation).

Nullhypothese pt > po bzw. 8 > 0y bzw. pyy > 0
kann abgelehnt werden, falls
2 < —z1_o (Mittelwert bei bekannter Varianz

und Anteilswert)
t< —tﬁ_al) (Mittelwert bei unbekannter Varianz)
q< ¢V (Varianz)

t < —t"?  (Korrelation).

Nullhypothese ;1 < po bzw. 8 < 0y bzw. p,y <0
kann abgelehnt werden, falls
2> 2o (Mittelwert bei bekannter Varianz
und Anteilswert)
t> ") (Mittelwert bei unbekannter Varianz)
q> qﬁna ) (Varianz)

t>t"?  (Korrelation).
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Induktive Statistik: Nichtparametrische Tests

Testvariable fiir den
Y2-Anpassungstest

Bedingung fiir den
x2-Anpassungstest

Testergebnis

Testvariable fiir den
Y?-Unabhingigkeitstest

Y2-Homogenititstest
(Test auf gleiche
Grundgesamtheit)

Testvariable fiir den
Kolmogorow-Smirnow-
Anpassungstest

(KS-Test)

Entscheidung beim
KS-Test

r Zahl der zu schitzenden Parameter,

n =Y, hi Zahl der Beobachtungen,

K Zahl der Klassen,

hj, theoretischer Mittelwert fiir abs. Haufigkeit hy,

bei Zutreffen der Nullhypothese

hj, > 5 fiir alle Klassen &

K, Ky e K, Ky h2
(M) (1) i
=1 i=1j5=1
K., K, Zahl der Klassen,
m = (Kx 1)(K, — 1) Zahl der Freiheitsgrade,
)

Abs. Haufigkeit

ij — n
bei Zutreffen der Nullhypothese
h(x;), h(y;) Spalten- und Zeilensumme
n=3;hy;) Gesamtzahl der Tabellenelemente

@ wie beim Unabhéngigkeitstest mit
K, Zahl der Klassen der Verteilung,

K, =M Zahl der Stichproben

D = max |F(z) — F(x)| ~ D(n)
F(x) Verteilungsfunktion der Stichprobe,
FO(z)  Verteilungsfunktion bei Zutreffen der Nullhypothese
n Stichprobenumfang

Hy nicht verwerfbar, falls fiir die Realisierung d von D gilt:

c(a)
d<dpio=~
= “n,l \/‘+o12+0\}1

o 0.010 | 0.025 | 0.050 | 0.100
cla) || 1.628 | 1.480 | 1.358 | 1.224

mit

13



